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22) (X,t ) bir topolojik uzay ve B, t icin bir taban olsun. Eger B’ acik
kiimelerin bir ailesi ve B < B’ ise, B’ de T nun bir taban1 oldugunu gosterelim.

Coziim : Her Aet agig1 icin B taban oldugundan A= UB; , Bie B dir.
B < B’ oldugundan Bie B’ dir. Dolayisiyla A= UB;, Bie B’ dir. B’ 1 i1¢in bir
tabandir.

23) 1, ve 1, bir X kiimesi iizerinde iki topoloji ve B, B, sirasiyla 1; ve 1, nin
tabanlar1 olsun. Eger B1 < B2 1se, 11 < 12 oldugunu gosterelim.

Coziim : YVAe 11 1¢in A= UB;, Bie B dir. B1 < B2 oldugundan Bie B, dir. O
halde A=UB;, B;e 3, Buradan A € 1, dir. Béylece 1, < 1, dur.



24) R? diizleminin her x=(x,X;)€R? noktasim1 merkez kabul eden herhangi
bir B(x,r) acik dairesini kapsayan biitiin kiimelerinin ailesi N(x)={NcR* :B(x,r)
< N } ailesi (N1),(N2),(N3) ve (N4) ozelliklerini sagladigin1 ve bdylece N(x) in
R? lizerinde bir topoloji iirettigini gosterelim.

Coziim: N;) YNeN(x) i¢in N(x) in tanimindan xeN dur.

N,) Herhangi NeN(x) ve N < M olsun. NeN(x) oldugundan 3 B(x.r) acik
dairesi var 3 B(x,r) © N dir. N © M oldugundan B(x,r) M dir. O halde
MeN(x) dir.

N3) Herhangi N;,N,eN(x) i¢cin N;NN,eN(x) oldugunu gosterelim.
Ni1eN(x) i¢in 3 B(x,r1) agik dairesi var 3 B(x,r;) < N; dur.
N2eN(x) i¢in 3 B(x,r2) agik dairesi var 3 B(x,r2) < N2 dur.

r = min{r;,r} olsun. Bu durumda B(x,r) © NN, ve dolayisiyla N;MNN,eN(x)
dir.



N4) Herhangi NeN(x) ise, 0yle bir MeN(x) var ki her yeM i¢in NeN(y)
dir? Ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

NeN(x) olsun. Bu durumda 3 B(x.,r) acik dairesi var 3 B(x,r) < N dur.
M=B(x,r) alabiliriz. O halde B(x,r)eN(x) dir. Ciinkii B(x,r) c R* ve
xeB(x,r) < B(x,r) dir. VyeB(x,r) icin B(x,r)eN(y) ve B(x,r) © N olmasi1 ve
(N2) den NeN(y) dir.

Simdi N(x) ailesinin R? {izerinde bir topoloji iirettigini gosterelim.
t={NeP(X) :xeN ve NeN(x),xeR* !}

seklinde tanimlanan 7 ailesi R* de bir topoloji mi?



t;) Herhangi Ny N> et i¢cin (N3) den N;N,et dir.

t3) {Ni}ier € 1 verilmis olsun. Viel i¢in NieN(x) ve Nic UN, olmasi (N2)

1=l
den YN, eN(x) dir. O halde N, et duir.

1=l =

t;) T da birlesim ve kesisim tanimli oldugundan N, = ve N, =X dur.
1€ 1=

O halde @,X et dir. Boéylece 1 ,R* de bir topolojidir.

Burada N(x) in tanimindan NeN(x) kiimesinin N= JB(x.r) seklinde

K=l

yazilabilecegi dikkate alindiginda t topolojisinin elemanlari, R* iizerindeki
alisilmis topolojinin elemanlarindan baskasi degildir. Yani N(x) ailesi R? nin
alisilmis topolojisini tiretmis oldu.



25) X#@ kiimesinin her xeX noktasi i¢in I1.Boliim, Coziilmis 6rnek 8
deki sartlar saglayan bir E'(x) ailes1 verilmis olsun. E'(x) ailesinin X kiimesi
iizerinde bir 1 topolojisi iirettigini ve bu topolojiye gore xeX noktasmnin
komsuluklar tabani olan E(x) n E'(x) ¢ esit oldugunu gosterelim.

Coziim: Her xeX 1¢m B'(x) ={N'cX :3 E'eE'(x) var 3 E'c N' | ailesini
tanimlayalim. B'(x) ailesinin teorem 2.11 deki (N;), (Ns), (N3) ve (N,) ozellikleri
sagladigini dnce gosterelim.

Ni) E'(x) ailesi (1) den xe E'(x) olup, E'(x) #0 dir. E'(x) cf'(x)
olmasindan f'(x) 22 dir.Eger N'ep'(x) alnirsa E'c N’ olacak sekilde E'eE'(x)

vardir. Yine (1) den xe E’ oldugundan xe N’ olur.

N») Herhangi N'ef'(x) ve N'c M i¢in f'(x) in tanimindan M €f'(x)
oldugu agiktir.



N; ) Herhangi N'| N, €p'(x) icin E'y\c N’; E'>c N';, olacak sekilde
E'y , E''e E'(x) vardir. Diger taraftan (11) den E'sc E'1m E'> < N'1/nN'; olacak
sekilde E';e E'(x) vardir. B'(x) in tanimindan N',"N',e3'(x) olur.

N, ) Herhangi N'ep’(x) alalim. 3'(x) in tammmindan E'c N’ olacak sekilde
E'eE'(x) vardir. (i11) den 3 E',€E'(x) var 3 her yeE/', icin E'y cE’ olacak sekilde
E'yeE'(y) vardir. Buradan E'yef’(y) olur.(N;) den E'ef'(y) olur. E'c N’
olmasindan N'ef'(y) dir. Diger taraftan E'(x) cp’(x) olmasindan E',ep'(x)
olur. Sonu¢ olarak her N'ef'(x) icin 3 E',ep'(x) var 3 her yeE', i¢cin N'ep'(y)
oldu.

Simdi 1 = { &, AcX :her xeA icin Aef’'(x) }ailesin1 tanimlayacak
olursak teorem 3.1 den bu ailenin X iizerinde bir topoloji ve N(x) = B'(x) oldugu
kolayca gosterilebilir.



26) X={abc} bir kime ve p={{ab},{bc}} ales: verilmis olsun. -
ailesinin X Gizerindeka bir topolojt 1¢in bir taban olup olmadigini gosterelim.

(Coziim:p ailes1 X tizerindeki hicbir topolojinin tabani degildir. Ciinkii B,z
o1b1 bir topolojinin taban olsaydi f 1 oldugu i¢in p nin elemanlar aciktir,
Dolayistyla {a,b}{b,c}={b} kiimesi acik olup,t nun bir elemanidir. Halbuki

{b} kiimes [ ya ait hichir kiimenin birlesimi olarak yazilamaz. Boylece [ taban
degildir



27) X={a,b,c.d} bir kiime ve fl={{a.b}.{b.c},{d}} ailesi verilmis olsun. fl
ailesinin X tizerinde iirettigi topolojiyi bulalim.

Coziim: fl nin elemanlarinin birlesimi X 1 verdiginden fl alt taban olabilir.

O halde fl nin elemanlarinin her sonlu kesisimlerinin olusturdugu [3 ailesi;

{a,b}N{a.by={a,b}.{a.biN{b.c}={b}.{a.bjN{d}=T,
{b,cjMNib.ci={b.cj.{b.ciN{d}=D,{djN{dj={d}.{a,bjN{b.c;N{d}=L,

fl da kesisim islemi tanimhi ve fl min elemanlarinin birlesimi X 1 verdiginden
Nna, =X, A;efl olmasindan

=)

P=19.X,{a,b},{b,c},{b}.{d}}

olarak bulunur.  nin elemanlarinin baz birlesimleri olarak yazilan kiimelerin
olusturdugu t ailesini yazalim;

t={.X,{a,b}.{b,c}.{b},{d}.{ab.d}.{b,c.d},{b.d}.{ab,c}}

dir. Kolayca gosterilebilir ki T ailesi, (t1),(t2) ve (t3) 0zelliklerini saglar. O halde
T topolojisi fl ailesinin X {izerinde tirettigi topolojidir.



28) R reel sayilar kiimesi ve fl={[x,x+1] : YxeR } ailesinin R {izerinde
tirettig1 topolojiy1 bulalim.

Coziim: VxeR icin [x-1,x], [x,x+1]efl dir. fl ya ait elemanlarin her sonlu
kesisimi her xeR i¢in [x-1.x]N[x,x+1]={x} oldugundan B={{x}:xeR } ailesi
bilindigi gib1 (by) ve (b,) Ozelliklerini saglar. O halde [3 ailesinin R {izerinde

tirettig1 topoloji, R nin ayrik topolojisidir.



29) X={a,b,c.d,e} bir kiime ve P(X)=1 ,X tizerindeki ayrik topoloji olsun.
X 1n hicbir tek nokta kiimesini icermeyen P(X) in bir alt tabaninmi1 bulalim.

(Coziim: X 1n altkiimelerinden olusan ve P(X) topolojisi i¢cin 3 taban1 X in
biitiin tek nokta altkiimelerini icerir. O halde sonlu kesisimler1 X in biitiin tek
nokta altkiimelerini veren P(X) 1n alt tabam1 fl={{a,b},{b.c},{c.d},{d.e},{e,a}}
dir.
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