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1) (R.d) oklid metrik uzayi, I=[0,1] R min bir alt metrik uzay: ve I dan R ye
tammmlanan biitiin siirekli fonksiyonlarin kiimesi C(I) olsun. Bu durumda

vf,geC(I) i¢in

a) d(f,g)= sup{ | f(x)-g(x) | xel}
b) d'(f.g)=1|f)-gpx , xel

d ve d’' fonksiyonlarinin C(I) tizerinde metrik oldugunu gosterelim.

Coziim:

a) Vf,geC(l) fonksiyonlan siirekli olduklarindan xel i¢cin f(x) ve g(x) siirh
fonksiyonlardir. O halde d(fg)= sup{l|f(x)-g(x)|:xel} tammhdir. Her
f.g,heC(]) i¢in

m;) f(x)-g(x) > 0 veya g(x)-f(x)>0=|f(x)-g(x)|>0 dir. Dolayisiyla
sup{ | f(x)-g(x)| :xel}=d(f,g) = 0 olur.



3
my) d(fg) = sup{lfix)-gx)|lxel}= sup{l(-1)(gx)-(f(x)lxel} =
sup{ | g(x)-f(x)| :xel} = d(g.0.
my) d(f,g)= sup{ | f(x)-g(x)| :xel}=0<= | f(x)-g(x)|=0 , Vxel icin
< f(x)-g(x)=0 , ¥Vxeligin
< f(x)=g(x) , Vxeligin
< =g .

my) d(f,g)= sup | f(x)-g(x) | :xel}=sup{| f(x)-h(x)+h(x)-g(x) | xel}
< sup{ | fix)-h(x)|+| h(x)-g(x)| :xel}
< sup{ | fix)-h(x)|:xel}+sup{| h(x)-g(x)| :xel}
= d(fh)+d(h,g)
olur. O halde (C(I),d) bir metrik uzaydir.



b) Her f,geC(I) ve ¥xel 1¢in d'(f,g)=J;/f(x) -2(x)ldx seklinde tanimlanan d’
fonksiyonu anlamlidir. Ciinkii, f ve g fonksiyonlar1 her xel igin siirekli

olduklarindan x— | f(x)-g(x)| fonksiyonu da siirekli ve integrallenebilir. Boylece

d'(f,g), f ve g fonksiyonlarinin grafikleri arasinda kalan alandir. Bu da f ve g

fonksiyonlarinin birbirlerine olan uzakliklarim1 gosteren uygun bir dlgtidiir. Her

f,g,heC(I) ve her xel i¢in,

my) | f(x)-g(x)| =0 oldugundan [hlfx) -geolx=d’(f,g) = 0 dur.
m3)d'(£,2)= [If(0) - e(x)dx= l(-1xg(x) - F(0jdx = file(x) - Fojdx =d(g, ).

my) d'(fg) = 0 olsun. I = [0,1] araliginda siirekli F(x)=|f(x)-g(x)|
fonksiyonunu g6z ontine alalim. Bu durumda,
d'(£,g)=[f(x) - godx= [ F(x)dx = 0
dir.f = g oldugunu gostermek i¢in Vxel iken F(x) = 0 oldugunu gostermek
yeterlidir. Tiirevi F(x) olan G(x) fonksiyonunu alalim. Genel matematigin temel

teoremine gore,



[Emdt = G(x)-G(0), (0<x<1)

dir. F fonksiyonu negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan her x €l icin
0 ETF{t}dt < iF[t)dt+ iF[t)dt=}F{t}clt =0 =G(x)-G(0)
0 0 X 0

olur. Bu da G nin [0,1] {izerinde sabit fonksiyon oldugunu verir. Béylece
G'(x)=F(x)=0 dur.

F(x)=|f(x)-g(x)| =0 = f(x)-g(x) =0 (vVxelicin)=>f =g
dir. Yani d'(f,g)=0 = f=g dur.

Tersine olarak f= g olsun. Her xe[0,1] i¢in
f(x) = g(x) = f(x)-g(x)=0=>| f(x)-g(x) =U:b:£|f[x}—g[x)|dx=0:>d'(f,g)=0

dir. Boylece d'(f,g) =0 < f= g dur.

1
my) d'(f,g) = }[f(x) - 2(ldx = [|f(x) - h(x) + h(x) - g(x)|dx
0
1
< () ~h(x)]+[h(x) - g())dx
0
|
=]
1]

|
|F(x)—h(0)|dx + [ [h(x)—g(x)|dx
0

<d'(f, h) +d'(h, g).
O halde (C(I),d") bir metrik uzaydir.



2) (X,d) bir metrik uzay olsun. d metriginden faydalanarak X kiimesi {izerinde
yeni bir metrik tanimlayalim.

Coziim:Her x,yeX i¢in d*(x,y)= : dfj"‘{’ﬂ} seklinde tamimlanan d* fonksiyonu
+ LY

(my), (m2) ve (m3) dzelliklerini sagladig kolayca gosterilebilir. (m4) 6zelligimi

gosterelim. Her x,y,ze X i¢in

* — d(x,v) ~ d(x,y) ~ =
d*(x,y) s ) ST E )+ iGD (d(y,z) = 0 oldugundan)

* — d(}r,z} = d{}',z] > =
d*(y,z) .2 S Tr i 40D’ (d(x,y) = 0 oldugundan)

dir. Ayrica d nin metrik olmasindan d(x,z) < d(x,y)+d(y, z) dir. O halde

d*(x Z}= d(x,z) < dix,y)+d(y,z) _— d(x,y) + d(y,z)
’ 1+d(x,z)  1+d(x,y)+d(y,z) 1+d(x,y)+d(y,z) 1+d(x,y)+d(y,2)

dix,v) diy,z)
v —
iy 1D d*(x,y)+d*(y,z)

olur. Boylece d*, X tizerinde bir metriktir.



3) Her x,yeR igin d(x,y)=,/|x —y| seklinde tanimlanan d fonksiyonunun R

tizerinde bir metrik oldugunu gosterelim.

(Coziim: Her x,y,zeR i¢in
m;) [x-y[=0 = /|x—y|20 oldugundan d(x,y)>0 dur.

mz) d(x,y)=0 olsun. Bu durumda,
d(X,Y)=H=0 = |x-y|=0 = x—y=0 = x=y dir.
Tersine x=y olsun. Bu durumda,
X—y=0= [x-y|=0 = d(x,y)=/|x - y|=0 dr.

m;) d(x,y)=yx-y|= 1Ny -x])=ly-x =d(y.x) dir.

my) Kabul edelim ki, d(y,z)> d(x,y)+ d(x,z) olsun. f(x)=x* fonksiyonu
[0,20) iizerinde artan fonksiyon oldugundan, (d(y,z))* > (d(x,y)+ d(x,z))* dir.
Yani,

A2 = (ly=7)" = ly=7> (Jfix=s +yflx=7 )’

= -y +h-4+2 vk 4
elde edilir. Fakat alisilmis metrige gore |x—y|+|x—2=|y—2 oldugundan ve
ayrica 2 W <() olamayacagindan d(y,z)<d(x,y)+ d(x,z) olmalidur.




4) (X,,d)) ve (X3,d,) metrik uzaylar ve X, ile X; nin kartezyen carpimi
X= X;x X, olsun. X deki her a=(a;,a,) ve b=(b;,b,) i¢in
d:XxX—>R, d(a,b)=maks{d,(a;,b;).d,(a,,b,)}

ile tamimlanan d nin X {izerinde bir metrik oldugunu gosterelim.

(Coziim: a,be X olsun. Bu durumda a=(ai,a2), b=(b1,b2) olacak sekilde a;, b;eX|
ve a», b,e X, vardur.

m;) Hipotezden d; X, ilizerinde ve d, X, lizerinde metrikler oldugundan
di(ai1,b1)=0 ve d2(az2,b2)=0 dir. Boylece d(a,b)=0 dur.

m,) a=(a;,a;), b=(b;,b,) olmak iizere a,beX i¢in d(a,b)=0 olsun. Bu
durumda 0<d,(a,,b,) <maks{d,(a,.b,).d,(a,,b,)}=d(@b)=0 olup di(a;,b;)=0 dur.
d, X, tizerinde metrik oldugundan a;=b, dir. Benzer sekilde, d,(a,,b,)=0 dir. d,
X, tizerinde metrik oldugundan a,=b, dir. Sirali ikililerin esitligi tanimindan
a=(ai,a2)=(b1,b2)=b dur.



Tersine, kabul edelim ki a=b olsun. Baylece a;=b, ve a,=b, olur. d; X,
lizerinde ve d, X, tizerinde metrikler oldugundan d,(a;,b;)=0 ve da(a»,by)=0 dur.
O halde d(a,b) = maks{d, (a,,b,).d,(a,,b,)}=maks{0}=0 olup d(a,b)=0 dr.

m;) a,beX olsun.

d(a,b)=d((a,,b,),(a,,b,))=meks{d, (a,,b,),d, (a,,b,)]
=maks{d, (b,.a,).d,(b,,a,)]
=d((b,,b,),(a,,a,))=d(b,a)

Benzer sekilde (my) aksiyomunun saglandigi agiktir. Sonug olarak d, X= X;x X,
lizerinde bir metriktir.



5) (X.d) bir metrik uzay olsun. Her x,y,ze X i¢in
ld(x, 2) - d(z, y)| d(x,y)
oldugunu gosterelim.

Coziim: Her x,y,ze X i¢in

d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (1)
d(y, z) <d(yx)td(x,z)=d(x,yy+d(x,2)  (2)

yazilir. (1) den d(x,2)-d(y,z) < d(x,y) ve (2) den d(y,z)-d(x,z) < d(x,y) elde
edilir. Bilindigi gibi a, beR icina<bve—a<bise, |al <b dir. O halde
ld(x,2)-d(zy)| <d(x.y).

6) (X,d) bir metrik uzay ve A < X olsun. Asagidaki ifadelerin denk
oldugunu gosterelim.

a) A, X de kapalidir,

b) Vx¢A icin d(x, A) > 0 dur.



6) (X,d) bir metrik uzay ve A < X olsun. Asagidaki ifadelerin denk
oldugunu gosterelim.
a) A, X de kapahdir,

b) Vx¢A i¢in d(x, A) > 0 dur.

Coziim:

a)=b) A kapali ve xg A olsun. Bu durumda X\A acik ve xeX\A dir. X\A acik
oldugundan (tanim 1.7 den) 3 r > 0 var 3> B(x,r) < X\A dir. Eger yeA ise,
yeB(x,r) ve d(x,y) = r olur. O halde d(x,A)=inf{d(x,y): yeA} > r > 0 elde edilir.

b)=a) VxgA icin d(x,A) > 0 olsun. xeX\A ve r = d(x,A) olmak {izere B(x,r)
acik yuvarini g6z oniine alalim. Her yeA i¢in d(x,y) = d(x,A) > r oldugundan
B(x,r)n A= olur. Yani, yeB(x,ry) < X\A dir. Boylece X\A acgik, A 1se
kapalidur.



2
7) (X,d) bir metrik uzay, A ¢ X ve A#Z olsun. Her x,yeX icin

|d(x,A)-d(y,A)| < d(x, y) oldugunu gosterelim.

Coziim: YacA icin d(x, a) <d(x, y)+d(y, a) dir. Boylece
d(x, A) = nf{d(x, a):acA}< d(x, y)+infid(y, a):acA} = d(x, y)+d(y, A)

veya d(x,A)-d(y,A) < d(x,y) elde edilir. Benzer sekilde d(y,A)-d(x,A) < d(x,y)
oldugu bulunur, Boylece| d(x,A)-d(y,A)| <d(x, ) elde edilir.



8) (X.,d) bir metrik uzay, A B c X ve A=, B(J olsun. Bu durumda D
={xeX:d(x,A) <d(x, B)} kiimesinin acik oldugunu gésterelim.

Coziim: xoeD olsun. O halde d(x0,A) < d(x0, B) dir. d(xo, B)- d(xo, A) =1 >0
diyelim ve B(xy,£) < D oldugunu gosterelim. ye B(xp,2) = d(x,y) <& dir.
Diger taraftan ac A icin
d(y,a) < d(y,xo)+d(x0,a) veya d(y,A) < d(y,xo)+d(x0,A)

ve boylece

d(y,A) < d(y.x0)+d(x0,A) = d(y,xe)td(x0,B)-r < d(y,xo)+d(x0,y)+d(y,B)-r

< g/2+e/2+d(y,B)-e = d(y, B)

olur. O halde yeD ve dolayisiyla B(xy,£ ) < D dur.



9) R" de d oklid metrigi ve d, de maksimum metrik olsun. Bu metriklerin
denk olduklarim gosterelim.

(Coziim: Bu metriklerin denk oldugunu gostermek i¢in tanim 1.18 e gore xeR"

ve 1> 0 1¢in By(x,r) < Bq, (x,r) ve Bq, (X, ) < Ba(x,r) oldugunu gdstermek
gerekir. Bunun icin, ¥x,yeR" i1ken da(x,y) < d(Xx,y) <+Vnd2(Xx,y) esitsizliginin
saglandigim1 gosterelim. Negatif olmayan reel sayilarin her n-sirali (a;, a,, ..., a,)
icin
max{a;:1 <i<n} < /ia? < Jn max{a:l<i<n}
i=]
oldugunu gosterelim. 1=1.2,...,n icin a;= max{a;:1 <1< n} olsun. Bu durumda a;

noo, . v - n .
= Ja; < /zai olur. Her 11¢in a; < a; oldugundan ya;<n .a? bulunur. Bu da bize
i=]

i=l
max{a;:1 <i<n} < /ia? < Jn max{a:l<i<n}
i=]

ve dolayistyla d>(x,y) < d(x,y) < +n ds(x,y) esitsizligini verir.



10) (X,d) bir metrik uzay olsun. X kiimesi tizerinde oyle bir metrik
tammmlayalim ki hem d metrigine denk ve hem de X in ¢ap1 (tammmlanan bu
metrige gore) kiiciik esit bir olsun.

Coziim: Vx,yeX i1cin d* fonksiyonu d*(x,y) = min{l, d(x y)} seklinde
tammmlansin. Kolayca gosterilebilir k1 d* fonksiyonu X {izerinde bir metriktir.
Her x,ye X i1¢in d*(x,y) < 1 oldugundan

d*(X) =sup{d*(x, y):x,yeX} <1
dir. Ayrica d(x,y) < 1 oldugunda d*(x,y) = d(X, y) oldugu ve her xeX ,0<r<lI
icin By(x,r) = Bg#(x,r) oldugundan d*, d ye denktir.



11) R iizerindeki mutlak deger metrigine gore ¥xeR ve aeR i¢in

f(x)=x+a seklinde tanimlanan f : R — R 6teleme fonksiyonunun bir izometri
oldugunu gosterelim.

Coziim : Vx,yeR i¢in
1) d,(f(x).f(y) =d(x,y) midir?
d,(F(x),f(y)) = [f(x) - f(y)| =|[(x +a) - (y +a)| =[x = y| = d(x, y)

1) f birebir midir?
f(x) = f(y) = x+a = y+ta = x = y olup f 6teleme fonksiyonu birebirdir.
Sonug olarak f 6teleme fonksiyonu 1zometridir.



12) X ={ab,c.d.e} kiimesinin altkiimelerinden olusan asagidaki ailelerden
hangisi X iizerinde bir topolojidir ?

1) 1={0,X,{a},{c.d},{a,c.d}, {b,c.de}}
1) o= {9.X,{a},{a,b}, {ac}}
i) 13=40,X, {a},{c.d}j,{a,c.d},{abde}}

Coziim: (1) t,) O.X 1, verilmis.

t2) T1 ait her sonlu elemanin kesisimi 1, e aittir. Gergekten, @ kiimenin
digerleri ile kesisimi @ oldugundan X in digerleri ile kesisimi, kesisime giren
kiimey1 verdiginden sonlu arakesit saglanir. Ayrica,

{ajnic.d}=0,{a}n{a,c.dj={a}.{ajnib,c.d.e}=0
{e.dinta,cdi={cd},{c.d}nib,c.de}={cd}
ta,c,dinib,c.de}={c,d},{c.d}niac,dinib,cde}={cd}
kiimelerinin sonlu kesisimlerinin yine 1, ait oldugu gériilmektedir.

t3) Kolayca goriilebilir ki keyfi birlesim 6zelligi de saglanir. O halde t1,, X
tzerinde bir topolojidir.

1) t1) 0,Xet verilmis

t2) Sonlu kesisimin saglandig gériiliir.

t;) {a,b}uia,cl={ab,e} &1, dir. O halde 1, bir topoloj1 degildir.
i) t;) @, Xet; verilmis.

tz) {a.c.d}niab.d.e}={a.d}&t; dir. O halde 13 bir topoloji degildir.



13) X#0 bir kime ve 1 ={0}U{ A < X : A®sonlu } olsun. Gosterelim ki
T, X lizerinde bir topolojidir.

Coziim: t;) Qe verilmis. X =0 ve O sonlu oldugundan X et dir.

-

t2) ALA,...,Ap€TICIN riAi et?
1) fi‘llAi =@ 1se, (1) den -ﬁAi et dir.

ii) N A; #0 olsun. Bu durumda i=1,2,....n i¢in A€ sonlu oldugundan U As=
1=l 1=1

=

( lAi)c de sonludur. T nun tammmindan r’_ﬁlAiet dur.

ts3) {Ailiectc TiCcIn UAjet ?

1=l

1) L_JlAi=® 1se, (t;) den U Aiet dir.

1€l
i1) U A#O olsun. Bu durumda 3i,€l i¢in A, #@ dir. A, cUA; ve (UA)C
el " ! il i=l

A dir. A sonlu oldugundan (U A;)¢ sonludur. O halde U A; et dir. Béylece 1,

1=] 1]

X tizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye sonlu tiimleyenler topolojisi denir.



14) R reel sayilar kiimesi ve 1= {O,R As= (L+0) : L € R } olsun. n
Gosterelim ki t° R tizerinde bir topolojidir.

Coziim : (t;) O,R et verilmis.

t-) Herhangi {A;};-;c v (J, R min sonlu bir alt ailesi) igin n Ay et ?
L=l

J ailesi sonlu oldugundan max (J) = j, olsun. Bu durumda n As=Aa, olur.
Ael

i tammnda N As et dir.

Lel

t3) {Ailrcrc T icin UAL €T ?

rel

[ € R indis kiimes: alttan simirh 1se, Inf (I)=A, dir. Bu durumda U As=a,,

rel
et dir.

[ — R indis kiimesi alttan simirh degil i1se, Inf (I)= - oo dir. Bu durumda U
rel

A;=Ret’ dir. O halde 1, R iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye R min sag-
1s1n topolojisi denir.



15) {ti:1el} ailesi X tizerinde topolojilerin herhangi bir ailesi, t'= N1t ve

=1

"= JT; olsun. Bu durumda

=
1) ¢ bir topoloji mi ?
i1) t" bir topoloji mi1 ?
Coziim: (i) t,) O, Xe ' ?
Her il i¢in T; topoloji oldugundan @, X e1; dir. O halde
A.Xe Nt=1" dir.

i=l

t2) A1,Az,..,An €1 igin NAj et ?
3=l

ALA>,.. A, € NTi oldugundan Viel icin A, A>,.... A,eT1; dir. 1; ler topoloji

=1
oldugundan Viel i¢cin N A; et dir. O halde N A; € NT=<" dir.
=1 =1

=1

ts) {Aj}jeJ C‘t'i(;in LL A_] et ?
=

Her jel i¢in A; € Nt oldugundan Vi€l i¢cin A; € 1 dir. T ler topoloji
=l
oldugundan {A;}ijec; € T ve U A; €1, 1€l dir. O halde U A; enti=t dir.
je i€ =
Boylece t'=( 1;ailesi X tizerinde bir topolojidir.

il

11) t"=U 1; ailes1 genelde topoloji degildir. " nin topoloji olmadigina dair

1=l

bir aksi 6rnek verelim:

X={a,b,c.d} kiimesi lizerinde 71= {O,X,{a,b}},1- ={90.X,{c}} 1ki topoloji
ve t"=tiut={0,X,{a,b},{c}} olsun. Bu durumda <", X uzerinde bir topoloji
degildir. Cunkii {a.b}.{c} e 1t"= 11UT2 olmasina ragmen, {a.b}U {c}={ab.c}e”
dir.



16) X={a,b,c.d.e} bir kiime ve
t={0,X,{a},{ab}, {a,c,d},{ab,c.d},{abe}}

ailes1 X tizerinde bir topoloji olsun.
1) be X noktasinin komsuluklar ailesi olan N(b) yi1 bulalim.

11) ce X noktasinin komsuluklar ailesi olan N(c) y1 bulalim.

(oziim: 1) b noktasinin komsuluklar1 , b noktasini iceren aciklarla , bu
aciklar icinde bulunduran X in altkiimeleridir. b noktasimi i¢inde bulunduran
aciklar ,

X, {a,b}, {a.b,c,d},{ab.e}

dir. X a¢igim iginde bulunduran acik kendisidir. {a.b} a¢igimi icinde bulunduran
X 1n altkimeleri,

ta,b}, {ab,c}.{ab,c.d}.{ab.d}, {ab.d.e}, {abe} {ab,ce} X
dir. {a,b,c,d} agigm icinde bulunduran X in altkiimeleri ,
fab,c,d} . X

dir. {a,b.e} acigm icinde bulunduran X in altkiimeleri ,

ta,be}, {abce}.fabde} X
dir .O halde

N(b)=1X, {a,b}, {ab,c},{ab,d},{ab.e}, {ab,c.d},{ab,ce},{ab.de}}

dur.



11) ¢ noktasinin komsuluklar , ¢ noktasim iceren aciklarla, bu aciklar
icinde bulunduran X 1n altkiimeleridir.

¢ noktasim 1icinde bulunduran aciklar,
X, {a,c,d}, {a,b,cd }
dur.

X acigim i¢cinde bulunduran acik kendisidir. {a,c,d} aciim i¢inde
bulunduran X in altkiimeleri.

fa,c.d}.fab,cd},facde}. X
dir. {a,b,c,d} aci@im icinde bulunduran X in altkiimeleri,
tab,cd}. X
dir. O halde,
N(c)={ {a,c,d},{ab.c.d}, {a,c.de} X }.



17) (X, ) topolojik uzay , xe X herhangi bir nokta ve E(x) de x noktasmin

komsuluklar taban1 olsun.Gosterelim ki E(x) asagidaki sartlar saglar:

1) E(x)# 0 ve her E€E(x) i¢cin x€E,

11)  Her E; E; €E(x) 1¢in 3E;€E(x) var 3 Esc E\nE; .

1)  Her E€E(x) 1¢in 3E,€E(x) var 3 her ye E,i¢in UCE olacak sekilde
UeE(x) vardur.

Coziim: (1) ve (1) 6zelliklent komsuluk ve komsuluklar tabani taniminda
kolayca gosterilebilir.

111) Herhangt bir E€E(x) 1¢in E(x) ©N(x) oldugundan EeN(x) dir. Teorem
2.11 (Ns) den her yeE, i¢in EeN(y) olacak sekilde E,eN(x) vardir. Tanim 2.14

den UcE, olacak sekilde UeE(x) vardir. Her yeU i¢in yeE, , EeN(y) oldugu
ve Teorem 2.11 (N,) den yE olur. O halde UcE bulunur.



18) (R.d) alisilmis topolojik uzay olsun. Bu durumda
1) N dogal sayilar kiimesinin degme noktalarini ,
11) N dogal sayilar kiimesinin yi1gilma noktalarini,

1) [a,b) aralifinin yi1gilma noktalarinm kiimesini bulalim.

Coziim: (1) N dogal sayilar her elemani , N min bir degme noktasidir.
Cinkii VneN ve Ve> 0 1¢in (n-g, nt+e)n N 2 O dir.

i1) N nin yigilma noktalarinin kiimesi © dir. Ciinkii WreR reel say1 ve Ve
>0 1¢in ((r-g,r+&)\{r })NN =0 dur.

ii1) [a,b) araliginin Vpe[a,b] icin p noktasim iceren her acik aralik veya
komsuluk p den baska [a,b) aralifina ait noktalar1 icerdiginden [a,b] araliinin
her noktasi, [a,b) kiimesinin bir yi1gilma noktasidir. O halde [a,b) nin yiZilma
noktalarinin kiimesi [a,b] kapali aralifidir.



19) X={a b.c.d.e} bir kiime ve

ol s et |

T={0.X.{a}.{ab} {acd}. {ab.c.d}. {ab.e}}
ailesi X tzerinde bir topoloji olsun. Bu topolojive gore .
1) X in kapali kiimelerini,
1) {a,c}. {d}ve {b.d.e} kiimelerin kapanmislarimi bulalim.

1i1) (i1) deki kiimelerden hangisi X de vogundur?

Coziim: (1) T nun elemanlarinin tiimlevenleri X in kapali alt kiimeleridir.
(O halde

{X.9.{b.c.d.e}.{c.d.e}. {b.e}. {e}.{c.d}}

dar.
11) Bir topolojik uzayda herhangi bir A kiimesinin kapamsi, A kiimesini
kapsayan kapalilarin ara kesitine esittir; vani A= 1 K dir.

Eax,

{a.c} kiimesini kapsayan tek kapalh kiime X dir. O halde

fa.cy =X

dar.

{d} kiimesini kapsayan kapal kiimeler:

X.{b.c.d.e}.ic.d.e}.ic.d}
dir. Bovlece
i =Xn{b.c.d.e}lnicde}nicdi={c.d}.
ib.d.e} kiimesini kapsayan kapalilar,
X, {b.c.d.e},
dir. Bovlece
tb.d.ej = XN {b,c.d.e} ={b.c.d.e}

dar.

1ii) {a.c} kiimesi X de yvogundur. Ciinkii ja_c; = X dar.



20) (X,t) bir topolojik uzay ve A,B — X olsun.
i) Bkapaive Ac Bc Apa ise A =B midir ?

ii) Bagik ve Ac B — A ise, A=B midir ?

Coziim: 1) B kapali =B =8 ve AU a'= A dir. Boylece

AcBcA=BcA

_ _ = A=B.
AcB=AcB=B=AcH

ii) B agck =B=B ve B ¢ A=B < A= B ci. Ayrca
A Bc A=A c Bdir. O halde

-
I
e



21) (X,t ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. Asagida ki ifadeleri
gosterelim:

1) A acgik 1se, A —A ; A kapal ise ,; — A,

o
N
2|
N
?I

iv) A — A
V) 6A — 8A, 8 A — HA dir.

Coziim: i) A acitk = A= A dir.r A — X icin A — A=>A CA

A — A olur.

A kapali =A=% dir. Ac Xi¢in Ac A—>Ac A=A c A olur.

dir.

>|o |

i) A CASACA—=ACAdIrr ACA= A C A—AC

dar.

Bz

o B
=S ACAC

==

H)AcC A=> ACA=AC
iv) ACA=>ACA=> A CA. Ayrica A kumesi i¢ini kapsar, yani A A

dir. A ©« A=A — & oldugu da géz 6niine alinirsa , A—A —A — A bulunur.

v) 6A=a\ A=A\A dir. A CA—>ACA, A a gore tiimleme alimirsa, A\A
A\A bulunur. Bu da 8 A< 8A olmas: demektir.

OA=A\A=A\ A , A c A= AcCA oldugundan A\ A — A\A = A — A

¥
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