=S T ——
AT .—_"_-

y 4 - A -
= = U ZQM ONDOKUZ MAYIS UNIVERSITES] = =
- = UZAKTAN EGITIM MERKEZI = -

= —
MATIK o % Hiayis NG

Ondokuz Mayis Universitesi
Fen Edebiyat Fakultesi

Matematik Bolumu
Dijital Ders Platformu

Topolojiye Giris
Topolojik Yap1 Olusturma IV

Doc. Dr. Servet KUTUKCU Ders 12




Teorem 4.5. (X,1) bir topolojik uzay ve (A,ta) X 1n alt uzay:r olsun. Bu
durumda K'cA alt kiimesinin ta ya gore kapali olmasi icin gerek ve yeter sart
KcX alt kiimesi1 t ya gore kapali olmak iizere K' = AnK olmasidir.

Ispat: K'c A alt kiimesi ta ya gdre kapali olsun. Tanim 2.8 den k<= A\K'
kiimesi 14 ya gore aciktir. T4 nin tanimindan 4W et var ve k= AnW 'dir. Bu
esithgin tekrar A 'ya gore tiimleyen alinirsa,

K'=(ANW)g = aAsuwi = QU(ANnwg ) = AN wg
dir. wg kiimesi kapali oldugundan K = wg aliabilir. O halde
K'= AnK

olur.

Tersine olarak KcX alt kiimest t ya gore kapali olmak iizere
K' = AnK olsun. K' niin ts ya gore kapali oldugunu goéstermek icin
K¢ = A\K' kiimesinin 14 ya gore acik oldugunu gosterelim:

K'= AnK = k5 = (AnK)4 = AL UK, = OU(ANKS) = ANKE

K¢ < X, T ya gore agik olmasi Teorem 4.1 den K ta va gore aciktir. O halde K',
Ta ya gore kapalidir.



Ornek 4.6. X = {a,b,c,d,e} kiimesi tizerindeki topoloji H
1= 10,X,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c.d},{a,b,e}}
ve A = {ac,e} olsun. A kiimes: lzerindeki ta topolojisine gére A nin
kapalilarin1 bulalim.

Coziim 1k1 yoldan yapilabilir:
I.Yol: T nun kapahlar ailesi

K= {X,0,{b,c,d,e},{c,d,e},{be}, {e},{c,d}}
dir. T4 ya gore kapalilar ailesi 1se,

AnX=A, Ani{b,c,de} = {c.e} , An{be} = {e} , An{c,d} = {c}
AnO =0, An{c,d,e} = {c.e} , Anie} = {e}

dir. k A= {A,0,{c,e},{e},{c}} olarak bulunur.



I1. Yol: Ornek 4.3 'de ta = {0,A,{a},{a,c},{a,e}} olarak bulunmustur. O
halde ta nin elemanlarimin A ya gore tiimleyenler1 alinirsa,

Ka = {A0,{c.ef,{e},{c}|
olarak bulunur.

Ornekte goriildiigii gibi T4 ya gore kapali olan kiimeler, T ya gére kapali
degildir. T4 ya gore kapali bir kiime t ya gore kapali olmasi 1¢in gerek ve yeter
sartin A nin t ya gore kapali olmasi gerektigi kolayca gosterilebilir.



ispat: Na(x) ailesinin xeA noktasinin  komsuluk aksiyomlarimi
sagladigin1 gostermek icin (N;), (N2), (N3) ve (Ng) sartlarim1 (teorem 2.11)
gosterelim:

Nj) VNaeNa(x) icin Ny = AnN ve xeA ve xeN olmasindan xeN, dir.

Ni2) VNaeNa(x) ve Na < M olsun. NaeNa(x) olmas1 komsuluk
tammmindan U ety var>s Uy Ny dir. Ny M ve Uy Ny M den M eNj(x)
dir.

N3) Herhangi N, N, eNa(x) olsun. NoeNa(x) = dUseta 3 Uy < Na ve
N, €Na(X) = Ju, €ta 33U, < N, dir. (t2) 'den v, NUreta ve Uanu, < Nan
N, olmasindan Nan N/, eNa(x) dir.

Ny) VNaieNa(X) icin xeUs < Nu olacak sekilde Ujets acik kiimesi
vardir. Tanim 2.10 'dan Ua i¢cindeki her noktanin komsulugudur, yani VyeUa
icin UaeNa(y) dir. Ua < Na olmasi ve (N2) den NaeNa(y) dir.

(A,ta) bir topolojik uzay oldugundan A nin bostan farkli herhangi bir B
alt kiimesinin degme noktasi, yigilma noktasi, kapanis noktasi, i¢ noktasi, dis
noktasi
II. Boliimdeki gibi tanmimlanabilir. Hatta B nin kapanis, i¢i1, disi, smiri, yogun
olmasi, hicbir yerde yogun olmamasi da tanmimlanabilir. Ancak {iist uzayda
tanmimlanan bu kavramlarla yakin iliskisi oldugunu ifade ettigimizden iliskiler:
arastirmaya devam edelim.



Teorem 4.10. (X,71) bir topolojik uzay, (A,ta) alt uzay ve BcA olsun. B
nin t ya gore kapanis1 By, tTo ya gore kapanis1 B, olmak lizere

B, = ANBy.
Ispat: Ispat1 iki yoldan yapalim:

I. Yol: VxeB, olsun. x noktasi, B kiimesinin 14 ya gore bir degme
noktast oldugundan YNaeNa(x) icin BNNa # O dir. Teorem 4.9 dan Ny = ANN
oldugundan xe AnN dir. O halde

(ANN)NB = Nm(AnB) = NmB # @ = xe By
ve XA olmasindan xe An By bulunur. Boylece
B, C ANBy (1)
olur.

Tersine olarak Vxe An B, olsun. Bu durumda xeA ve xe B, dir. B nin 1
ya gore degme noktasi tanimindan (Tanim 2.18) VxeNeN(x) icin NnB = O dur.
Buradan (NNB)nA = (NNA)"B = NanB # 0@ = xe B, bulunur. Boylece

ANBy C B, (2)

olur. (1) ve (2) den B, = An By elde edilir.



Teorem 4.10. (X,1) bir topolojik uzay, (A,ta) alt uzay ve BCA olsun. B
nin T ya gore kapanis1 By, Ta ya gore kapanmis1 B, olmak lizere

B, = ANBy.
Ispat: spati iki yoldan yapalim:

I. Yol: VxeB, olsun. x noktasi, B kiimesinin 14 ya gore bir degme
noktas1 oldugundan YNaeNa(x) i¢cin BANa # O dir. Teorem 4.9 dan Na = AnN
oldugundan xe AnN dir. O halde

(ANN)NB = Nn(AnB) = NnB # 0 = xe B,
ve XeA olmasindan xe An By bulunur. Boylece
B, C ANBy (1)
olur.

Tersine olarak Vxe AnB, olsun. Bu durumda xeA ve xe B, dir. B nin 1
ya gore degme noktasi tanimindan (Tamim 2.18) VxeNeN(x) i¢in NmB = O dir.
Buradan (NNB)nA = (NnA)nB = NanB # @ = xe B, bulunur. Boylece

ANB, C B, (2)

olur. (1) ve (2) den B, = AnB, elde edilir.



Il. Yol: B,, X uzayinda kapah ve B — B, dir. Bu durumda Teorem 4.5 den
ANB, kiimes1 A da kapali ve B © AnB, dir. B y1 kapsayan en dar kiime B nin B,
kapams1 oldugundan B8, < AnB, dir.

Diger taraftan B, , A nin kapali bir alt kiimesi, Teorem 4.5 den B, = AnK
olacak sekilde X de bir K kapali kiimes1 vardir. B < K ve B, © K olmasindan
ANnB,c AnK = B, dir. Boylece B, = AnB, bulunur.



Teorem 4.11. (X,1) bir topolojik uzay, (A,ta) alt uzay ve B < A olsun. B
nin T ya gore yigilma noktalarinin kiimesi B}, ta ya gore yigilma noktalarinin
kiimesi B, olmak iizere

B; =ANBj
dir.

Ispat: Her yigilma noktasi ayni zamanda degme noktasi olmasi ve
Teorem 4.10 dan 1spat aciktir.

Bu teoremlerden sonra alt uzayda verilen bir kiimenin i¢1 i¢in benzer
ozelligin var olabilecegi diistiniilebilir. Aksi bir 6rnekle, (X, 1) topolojik uzaymin

(A,7a) alt uzaymin herhangi bir B c A alt kiimenin t ya gore i¢i Bx, Ta ya gore
ici B, olmak iizere

Ba # BxNA
oldugunu gosterelim:



Ornek 4.12. (R?,1) alisilmis topolojik uzay, A = {(x,y): y = 0, xeR} reel
ekseni R? nin bir alt kiimesi ve (A,ta) alt uzay: olsun. A kiimesi ta topolojisine
gore acik oldugundan icine esittir (teorem 2.44 (iv)), yani A = a, dir. Ancak A
kiimesinin T ya gore ici bostur. Yani Ax = @ dir. Ciinkii A, t topolojisinin hic
bir ac1gim1 kapsamaz. O halde

A= Ar #ANAx =AND =0

Bu ornekten su sonucu c¢ikarmak miimkiindiir. A min 1, ya gore acik
oldugunu, yani A = Ax ve A nin ta ya gore kapamis1 da A, = A dir. Bu
durumda, ta ya gore A nin sinir1 dAa olmak tuzere,

OAA= A \Ax =A\A=0
dir. A nin 1t ya gore sinir1 dAx olmak tizere, cAx = O dir. Béylece

OAA = ANCAX

dir. Genel olarak yazarsak, B A olmak tizere dBa # AmnoBx dir.



Teorem 4.13. (X, 1) bir topolojik uzay, (A,ta) alt uzay ve B — A olsun. Bu
durumda B kiimesinin 14 ya gore yogun olmasi i¢cin gerek ve yeter sart A 1le B
nin t ya gore kapanislarinin esit olmasidir. Yani

B,=A & By = A,
dir.

Ispat: B kiimesi T4 ya gore A da yogun, yani B,= A olsun. B,= AN B,
oldugundan Ac B, 'dir. Teorem 2.30 (v) den A, c By dir. Diger taraftan B ¢ A
oldugundan B, ca, dir. O halde A, = By bulunur.

Tersine olarak A, = By olsun. B,= ByMA 1ifadesinde B, yerine A,
konulur ve A — A, olmasi da g6z oniine alinirsa B, = A, MA = A bulunur.



Ornek 4.14. (R,1) alisilmis topolojik uzay, A = (0,1) olmak iizere (A,ta)
alt uzay ve B = {x: 0 <x <1, xeQ } olsun. B kiimesinin ta 'ya gore kapanisi,
yani B, = (0,1) 'dir. O halde B kiimes1 A nmin topolojisine gore yogundur. Fakat
B nin R deki topolojiye gére kapamis1 B, = [0,1] dir. Bu 6rnek teorem 4.10 u

dogrulamakla birlikte, alt uzayda yogun olan bir kiimenin iist uzayda yogun
olmadigini géstermektedir.

Bir kiime iizerindeki topoloj1 ile, bu topolojinin tabani ve alt tabam
arasindaki 1hiski I1. ve II1. Boliimlerde ifade edilmisti. Alt uzayin topolojisinin
elemanlar, list uzayimn topolojisinin elemanlan 1le belirlendigine gore (teorem
4.1), iist uzaym topolojisinin tabani, alt uzaymn topolojisinin tabanini veya iist
uzayin topolojisinin alt tabani, alt uzayin topolojisimin alt tabanini belirler n?
Belirledigini asagidaki teoremler 1fade etmektedir.



Teorem 4.15. (X,t) bir topolojik uzay, (A,ta) alt uzay ve 3, T 1¢in bir
taban olsun. Bu durumda

Ba= {Ba=ANB: Bef}

ailesi, ta 1¢in bar tabandir.

Ispat: YW'eta icin W'=WNA olacak sekilde Wet olmas1 ve B ailesi 1

icin bir taban oldugundan 36 — B alt ailes1 var > W = (B dir. Buradan
Beb

'=WNA= UBNA= UBnA) = UB,,0aC Pa
Be@

Bef B, =i,

olur. O halde 14 nin her bir elemanm, B5 nin elemanlarimin bazi birlesimler
seklinde yazilmaktadir. Béylece Ba , ta 1¢1n bir tabandair.

Ayrica, [P aiesinin (b;) ve (by) o6zelliklerim sagladigi kolayca
gosterilebilir.



Ornek 4.16. X = {ab,c,de} kimesi izerindeki topoloji t =
19.X,1a,b,c.dj,{cd.ej, {a,b,c,icd},idej,ic},id}}, bu topoloji i¢in [3 tabani 3

=10.X,1a,b,cj,{c.df,1dej,{cy,id}
ve A = {a,c,d} — X olsun. A iizerindeki 1t topolojisini bulalim.

Coziimil 1k1 yoldan yapalim. Birincisi Ba ailesini olusturarak A iizerine
topoloji koyalim. Ikincisini de teorem 4.1 i kullanarak yapalim.

I. Yol: Ba = {Ba=AB: Bep!
ANO =0, Anfabc! = {ac) , Anide} = {d}, An{d} = {d}
ANX = A, Anfcd} = {c,d) , Anic! = {c}

BA = {Q}A?{arc}j{crd}:{c}r{d}}

bi1) A= B, oldugu acik.
B,ep,

b2) Pa 'ya ait herhangi iki elemanin arakesitinin kapsadigi eleman da yine

Ba va ait oldugu acik, érnegin, {a,c},{c,d} €fa i1¢in
la,cinic,dj = {cjePa
dir. O halde
T = 10,Aach,{c.d),{c),id)

bulunur.



IL Yol: 1a= {W'= AnW: Wert}
AN =0 An{ab,cd} =A, An{abc} ={ac}, An{de} = {d}, An{d} =

ud
AnX=A, Anjcde} = {cd} , Anicd} = {cd}, An{c} = {c}

= 10,Aact,{edj, ¢, 1dj |

bulunur.



Teorem 4.17. (X, 1) bir topolojik uzay, (A,ta) alt uzay ve fl, 1 i¢cin bir alt
taban olsun. Bu durumda

fla={Va=ANV: Vell}
ailes1 ta 1¢cin bir alt tabandir.

Ispat: fl ailesi T icin bir alt taban oldugundan tanim 2.69 dan
B=4{nv:ecilsonlu}
Weq
ailesi t 1i¢cin bir tabandir. O halde YWetigind 0 cpBvaras W= yB = J nv
Beb B=0 Vegp
dir. Diger taraftan t4 nin tammmindan WA ety dir. O halde
WnA= U nvmnA= U N(VvhA) = U NV., @ac fla sonlu, Oac Pa

Beb Vep Beb Vep B,=8, V, ¢,
olur. Boylece ta ya ait elemanlar fly nin elemanlarinin sonlu kesisimlerinin
birlesimi olarak yazilmaktadir. fls , ta 1¢1n bir alt tabandr.
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