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Teorem 3.12 X+ bir kime ve ' < P(X) ailesi asagidaki sartlar

saglasin:
b1) X= us,
Bep’

b,) Herhangi B;,B,ep’ ve YpeB;NB; i¢cin 3B, var 3 pe B, < B,MNB,.

Bu durumda B’ ailesi, X kiimesi iizerinde bir t' topolojisini tiretir.



ispat: v ={ yus: 0'cp’ } seklinde tanimlanan t’ ailesinin topoloji
Bed'

aksiyomlarim sagladigini gésterelim:
) D, Xet ?

B" ailesinde birlesim 1slemi tanimlh oldugundan yB= dir. O halde Jet’

Bl

dir. Ayrica (b)) 6zelliginden Xe 1" dir.

t,) Ispati herhangi A, ,A.et’ icin yapalim. Sonlu sayida ki t' niin
elemanlan i¢in de tiime varimla kolayca gosterilir.

AL Axet 1gin AiNAszet' ?
Aet =40, B’ var 3 A= UB, ve Aset =408, c B’ var 3 A= UB, dir.

B, <8, B,e0,
Buradan
A NA>=( UB, )ﬂ( UB )= U U(B,NB,;)

B =8, B, b, B,=8,

dir. (b;) den B;MNB, B’ oldugundan A, ﬂﬁge*l: bulunur.

t3) {Ailiaic T Icin JA, 1" ?

1=l

Viel icin Aiet’ olmasi ve t’ niin tamimindan 36’ var 3 Ai= yB, dir. O

B; =8
halde
UA;, =UC UB)= U (UB;)

1=l 1=l B, =8, B,=8, i=l

oldugundan YA, €1’ bulunur. Boylece t’ ailesi X iizerinde bir topolojidir.

izl



Sonuc 3.13 teorem 3.11 ve tamm 2.62 den p' ailest ' topolojisi i¢in bir
topoloji tabamidir. Boylece 1" topolojisi daha az sayida elemandan hareketle
olusturulmus oldu.

Sonuc 3.14 Teorem 2.64 de verilen ,p ailesi i¢in teorem 3.12 g6z oniine

alindiginda, [ ailesinin X {izerindeki bir topolojiye taban olmasi i¢in gerek ve
yeter sart (b)) ve (b,) ozelliklerini saglamasidr,



Ornek 3.15 R reel sayilar kiimesinin acik-kapali B={(a,b]: a,beR,a<b}
ailesi (b;) ve (b,) 6zelligini saglar. Ger¢ekten, R nin her bir elamani agik-kapal

bir araligina ait oldugundan R,  nin elemanlarinin birlesimi olarak yazilabilir.
Boylece (b;) 6zelligi saglanmus olur.

Herhangi (a,b],(c.dlep 1¢cin (a,b]N(c,d] arakesiti bos 1se, (b)
saglandigindan (a,b]N(c.,d]ep dir. Bu sekli ile (b,) 6zellig1 saglanir. Eger
a<c<b<d= (a,b]N(c,d] = (c,b]
dir. (c,b] acik-kapali oldugundan (a,b]N(c,d]ep dir. Bu durumda da (b)
saglanir. O halde teorem 3.12 den 3 ailesi R iizerinde
T={ Ua.bl:0 P}

(a,b]ef

topolojisini {iretir. Bu topolojiye R nin iist limit topolojisi denir.

Benzer sekilde B'={[a,b): a,beR,a <b } ailesi R iizerinde, R min alt limit
topolojisini tiretir.



Bostan farkli bir X kiimesinin altkiimelerinin her ailesi, (b,) ve (b,)
ozelliklerini saglamasi beklenemez. Bu nedenle X iizerindeki hangi topolojide,
verilen kiimeler acik veya degildir? sorusu akla gelir. Bunun yaninda verilen
kiimelerin acik olacagi topoloji tek degildir. Ormegin, R iizerindeki alisilmus
topolojideki acik araliklar, R {izerindeki ayrik topolojide de agiktir.

Simdi yukaridaki soruya hem agiklik getirmek ve hem de P(X) in
herhangi alt ailesi, X tlzerinde en az sayida acik kiimeye sahip olan Tt

topolojisini iiretir? Bir baska deyimle, teorem 3.12 de ki 3’ ailesinden daha az
sayida eleman iceren P(X) ailesinin bir alt ailesi ile X iizerinde bir topoloji
tretilebilir mi? sorusuna cevap olacak nitelikteki asagidaki teoremi verelim:



Teorem 3.16 X bir kiilme ve fi'c P(X) bir alt aile,oyle ki X=
{A:Aefl'}.olsun. Bu durumda fI’ ailesinin elemanlarinin her sonlu kesisimlerinin
olusturdugu kiimelerin ' ailesi (by) ve (b2) 6zelliklerini saglar.

ispat: p'={ na:¢’ — fI' sonlu} ailesinin (b)) ve (b2) o6zelliklerinin
Ay
sagladigini gosterelim:

b)) fI" ailesinde kesisim islemi tanimli oldugundan fi" niin bos alt ailesi
tizerinden kesisimi
r‘_m=X::> U (Nna)=X

Bep' Aed

dir.

b,) Herhangi B,,Bo€p’ i¢in, B’ tammindan B,= na, ve B,= na, olacak

Ay iy A Eipy

sekilde sonlu @,p, < fI' vardirr O halde B;NBy=( NA DN NA, )=

N N(A,NA,) dir. Boylece BNB,ef' dir.

-"‘tL"=LF'I| Ay "=ﬂ'3'-:



Sonuc 3.17 ' ailesi teorem 3.12 den X {izerinde bir 1’ topolojisini tiretir.
" ailesi 1’ topolojisi i¢in bir taban,fl’ ailesi 1se, tanim 2.69 dan 1’ i¢in bir alt
tabandir.

Tamm 3.18 fl'c P(X) ailesini alt taban kabul eden t' topolojisine,
fl’ niin iirettigi topoloji denir.

Sonuc 3.19 1’ topolojisi X iizerinde fl’ yii kapsayan topolojilerin en kabasi
(en az eleman icereni) dir.



Ispat: X tizerinde fl' yii kapsayan biitiin topolojiler ailesi {Ti}ie
olsun.t(fl") =nr, alalim. (II. Boliim,¢6ziilmiis problem 4 den) .t(fl") ailesi X
il

tizerinde bir topolojidir. T’ niin olusumundan fI’ < t’ ve dolayisiyla t(fl") < 1’ dur.

Diger taraftan her Wet' i¢in 1’ niin tanimindan
W= U (na),0 cp .o <fl'sonlu

B,ef’ A ep'

seklinde yazilabilir. Hipotezden fI' — t(fl’) olmasindan Aiet(fl") dir. 1(fl")
topoloji oldugundan (t2) den na, et(fl’) ve U (nAapet(fl’) dir. O halde
A sy B, =8 A, ep

v < t(f1") bulunur. Boylece t" = t(fl") dur.

Sonug olarak fl’' yii kapsayan X {izerindeki topolojilerin en kabasi (en az
eleman iceren topoloji) fI' niin trettigi topolojidir. Gergekten, Viel icin
v — t; dir.

Yukardaki teorem ve sonuclar gostermektedir ki elemanlarinin birlesimi
X kiimesini veren P(X) in bir alt ailesi X tizerindeki bir tek topoloji i¢cin bir alt
tabandir.



Ornek 3.20 X={ab} ve fI={X} olsun. X iizerindeki fl nin iirettigi
topolojiy1 bulalim ve X iizerindeki diger topolojilerle karsilastiralim.

Coziim: fl nin elemanlarinin birlesimi X 1 verdiginden fl, X {izerindeki bir
topoloji 1¢in bir alt taban olabilir. fl nin elemanlarinin her sonlu kesisimlerinin

kiimesi f={X} dir. B nin elemanlarinin herhangi birlesimlerinin olusturdugu t
={2,X} ailest X tuzerinde bir topolojidir. X iizerinde fl y1 Kkapsayan
=1, X, 1a}}, 1o,={9,X,{b}} topolojileri T dan daha incedir, yani T < 1,1 C 15
dir.



Ornek 3.21 X={ab,c.d,e} ve fl ={{ab,c,},{c.d}.{d,e}} < P(X) olsun. X
izerinde fl min trettigi topolojiy1 bulalim.

Coziim: Once fl nin elemanlarinin birlesimi X i verdigine bakalim.

fabctu{cdiuide} =1{ab,cde} =X
oldugundan fl, X tizerinde bir topoloji tiretir. Gergekten, fl nin elemanlarinin her
sonlu kesisimlerinin olusturdugu (3 ailesini bulalm.p={ nA:¢p < fl sonlu}
Aep

oldugundan

{a,b,c}N{ab,c}={ab,c},{c.d}N{c.d}={c.d}.{d.e}N{d.e}={d.,e}
fa,b,c}Nic,d}={c},{ab,c}N{d.e}=,

fe.diN{del={d},{ab,ciNicdiN{d,e! =T

dir. Ayrica fl ailesinin bos alt ailesi lizerinden sonlu kesisim X 1 verir. Boylece



B={{a,b,c}.{c.d},{d.e},{c},{d}. DX}

ailes1 bulunur. B nin elemanlarinin herhangi birlesimlerinin olusturdugu
t={ UB: 0 c B} ailesinin
Beb

1={,X,{ab,c.d},{c,d,e},{ab,c}, {c,d},{d,e},{c},{d}}

oldugu kolayca bulunur. Yine kolayca gosterilebilir ki t ailesi (t;),(t) ve (t3)

ozelliklerini saglar. Boylece 1, fl nin tirettigi topolojidir.



Ornek 3.22 R reel sayilar kiimesi ve fl={(-o0,b),(a,+=) :a<b, abeR } c
P(R) olsun. fl ailesini alt taban kabul eden R iizerindeki topolojiy1 bulalim.

Coziim: fl nin elemanlarinin birlesimi R y1 verdiginden fl bir alt taban
olabilir.Va,beR icin fl nin elemanlarinin her bir sonlu kesisiminin olusturdugu
aile B={(a,b) :a,beR } dir. Teorem 2.63 den [3 , R min alisilmis topolojisi i¢cin bir
tabandir. O halde fl,R nin alisilmuis topolojisi i¢in bir alt tabandar.

Not: Bu boliimle ilgisi olan dizi, ag ve siizge¢ kavramlar: ile topolojik
yap1 olusturma V. Boliimde verilecektir.
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Bu boéliimde III. Boliimden farkli olarak verilmis topolojik yapilardan
faydalanarak yeni topolojik yapilar olusturacagiz. Bunu yaparken ihtiyag
duyacagimiz kavramlar1 ilgili yerde ifade edecegiz. Topolojik yapilardan
faydalanarak olusturulan topolojilerin II. Béliimde verilen topolojiye ait temel
kavramlar: sagladig1 da gosterilecektir.

Topolojik Alt Uzay

Birinci boliimde (X,d) metrik uzaymin herhangi bir A alt kiimesi {izerinde
d metriginden faydalanarak yeni bir metrik olusturmus ve bu metrikle birlikte A

ya X 1n alt metrik uzayr demistik (teorem 1.13). Bu islemin, verilen bir (X, 1)
topolojik uzay1 ve A < X, A # @ i¢in nasil yapilacagini verelim:

Teorem 4.1. (X, 1) topolojik uzay ve AcX olsun. Bu durumda
A= {W=ANnW: Wert}

ailesi, A kiimesi {izerinde bir topoloji (veya topolojik yap1) dir.



ispﬂt:

t|) A,@E TA ?

Xet ve AnX = A oldugundan Aeta dir. @t ve AN =0 oldugundan
D ety dir.

t2) Herhangi (w;},_, < ta (J sonlu) i¢in nw, et ?
1l

ies
a) _mlwi' = ise, (t;) den gwi' €T dir.
b) Elw,-' # ) olsun. ‘v’ie.f ve W, €Ty icin W, = ANW; olacak sekilde W;et
vardir. \?’il el icin w, = AnW, oldugundan
_mjw,-' = _r]mm W) = Ar‘w[_qw.l}
dir. T nun topoloji ve mw:&er olr;351ndan nw, E‘E: dur.

1] 1]

t;) Herhangi {w;|_ cta igin UW, €1, ?

1el

a) Uw, = Aise, (t;) den yw, €1, dir.
izl 1l

b) uw. # A olsun. Viel ve w) e1a i¢in w; = ANW, olacak sekilde Wiet
il

vardir. Viel i¢cin w, = AnW, oldugundan
UW, = UAnW, ) = Aﬁ[uwi ]
1=l 1=l

1=l
dir. T nun topoloji ve uw, €t olmasindan Uw; €ta dir. O halde ta, A lizerinde

1=l 1l

bir topolojidir.



Tamm 4.2. A kiimesi {izerinde Teorem 4.1 ile t tarafindan olusturulan t,
topolojisine T dan indirgenen (rélatif) topoloji, (A,tA) topolojik uzayma (X,1)
topolojik uzaymin alt uzayx denir.

Ornek 43. X = {abec,de! kimesi iizerindeki topoloji T =
10.X,{a},{a,b},{a,c,d}, {a,b,c,d},{abe}} ve A = {a,c,e}c X olsun. A kiimesi
tizerindeki 1, topolojisini bulalim.

Coziim: 1o = {W'= AnW: We1} oldugundan, t4 nin elemanlar:

AnX=A 6 An{a} = {a} , An{acd} = {a,c} , An{ab.e} = {a,e}
AN =0, Anfab} =1{a} ,An{ab,cd} = {ac}

dir. O halde 15 = {0,A,{a},{a,c}.{a.e}} 'dir. Kolayca gosterilebilir ki 1, A
tizerinde bir topolojidir.

{a,c} ve {a,e} kiimeleri t4 topolojisine gore acik olmasmna ragmen t ya
gore acik olmadigina dikkat edilmehdir.



Ta ya gore herhangi bir acigin, t ya gore acik olmasi icin A nin t ya gore
acik olmasi gerekir; gercekten YWert icin ANW = W'et, 'dir. Ozel olarak W =
X alinirsa, AnX = A et olur.

Bunun tersi de dogrudur, yan1i Aet 1se, AW = W'et 7 A ve Wer
oldugundan (t;) den AW = W'et dir



Ornek 4.4. (R,1) alisilmis topolojik uzay, I =[0,1] = R ve 1, I tizerindeki n
indirgenmis topoloji olsun. Bu durumda I nin altkiimeleri olan

1) (5,1]
0G5
iii) (0, %]

kiimeleri, 11 ye gore acik altkiimeler midir?

Coziim:
1) (é ] = ]ﬁ(% 2) ve (% ,2)et olmasi, (% J]er 'dir.

oy 2 1y 2 1 2 1 2 1
”)(E’E Iﬁ(ﬁ,i)ve(g,E)Etnlmam,(g,E)ET[ dir.

11) I ile ara kesiti (0, %] olacak sekilde t alisilmis topolojisinde hi¢cbir acik

olmadigindan (0, % |et dir.
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