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Kapamnis Islemi Ile Topolojik Yap: Olusturma

Teorem 3.4 X#O bir kiime ve X in altkiimelerinden olusan ve terem 2.9
daki (ki),(k2) ve (ks) 6zelliklerini saglayan k ailesi verilmis olsun. Bu durumda

K ailesini kapalilar ailesi olarak kabul eden X tizerinde bir tek t topolojisi vardir.

ispat: T={A — X: A®ex } olsun. Gosterelim ki 7 ailesi bir topolojidir.

t1) @,XE"E ?

@ < X ve @=X dir. (k;) den J=Xex oldugu icin et dir. Diger
taraftan X < X ve X= & dir.(k;) den X= Dex oldugu i¢in Xet dir.

t,) herhangi A A,,..,A,eticin NA, T ?
i=1

1=1,2,..n 1¢in Ajet <A ex dir. 1=1,2,....n i¢cin A ex olmas1 (k;) den

CJA" = (ﬁAi)“ ek dir. T nun tanimindan NA, et dir.
i=1 i=1

= 1=1



t3) {Ai}ielC T 1IN YA, T ?

1=l
Viel icin Ajet <& Afex dir. Viel icin Afex olmast (ki) den

NAS =(UA,)® ek dir. T nun tammmindan A, T dir. Boylece 7 ailesi X tizerinde bir

1=] 1=1 =

topolojidir.

T topolojisinin her bir elemaninin acik olmasi ve tanim 2.8 den
VAertagik & VACkapal
dir. O halde 1 topolojisine gore k ailesi kapalilar ailesidir.

Simdi gosterelim ki t tektir. Kabul edelim ki k ailesini kapalilar ailesi
olarak kabul eden X iizerinde bir baska 1’ topolojisi var olsun. Tanim 2.8 den
VAeticin A°ex dir. O halde Aet dir.=>t1 v
VBet' icin B°ex dir. O halde Betdir.=>1t" <1
olur. Buradan t =t" bulunur.



Ornek 3.5 X#& sonsuz coklukta elemana sahip bir kiime ve

K ={X,K < X: K sonlu } ailes1 verilmis olsun. Bu durumda « ailesi1 (k;),(kz) ve
(k3) ozelliklerini saglar. Gergekten,

ki) @ < X ve @ sonlu oldugundan Jex dir. K nin tanimindan X ex.

k»>) Herhangi K Ko,....K,ex 1¢in UK, ek ?

a) Eger K K»,... K, lerden bir1 X ¢ esit 1se,digerleri de X 1n altkiimesi

oldugundan Uk, =X olur. (ki) den UK, ex dir.

b) Eger X, K, Ks,...,K, lerden hi¢ birine esit degil ise, 1=1,2,...,n i¢cin K;

sonlu oldugundan Uk, de sonlu ve UK, X oldugundan UK. ek dir.
i=1 i=1 i=1



k}) {Ki}ielf.: K 1(;11] MK, eK ?

il

a) Viel i¢cin K; lerden bir tanesi & kiimeye esit ise, Nk, = olur. (k;) den

1=l

NK, ek dir. Ayrica Nk, =9 1se,(ki) den Nk, ex dir.

1= 1=l el

b) Viel 1cin Kz ve Nk, #d 1se,Viel i¢in K; ler sonlu oldugundan

1l

kesisimleri de sonlu ve X 1n altkiimesidir. Boylece Nk, ex dir.

1l

Simdi teorem 3.4 e gore k ailesin1 kapalilar ailesi olarak kabul eden
topolojiy1 yazalim;
1={J,A c X: A*=Kexk ,A°sonlu }
Bu topoloj1 (II. Boliimdeki ¢oziilmiis problem 2 deki) sonlu tiimleyenler
topolojisinden baskasi degildir.



Teorem 3.6 X+ kiimesinin P(X) kuvvet kiimes {izerinde asagidaki
ozellikler1 saglayan bir  o:P(X)>P(X) fonksiyonu verilmis olsun. Her
A,BeP(X) 1¢in,

Ki) (D=9,

Ky)Aco(A),

K3) a(AuB)=o(A)ua(B),

Ky) ofa(A))=a(A)

olsun. Bu durumda X kiimesi tizerinde ¥ ={K < X: a(K)=K } ailesini kapalilar
ailesi olarak kabul eden bir tek 1 topolojisi vardir, dyle ki bu topolojiye gore her
A c X altkiimesinin o kapanisi a(A) ya esittir.



Ispat: Once k={K < X: oK) =K } ailesinin Teorem 2.9 da ki (k;),(k2) ve
(ks) o6zelliklerini sagladigimi gosterelim.

k) O,Xex ?

@ < X ve (K;) den o(F)=D oldugundan Jek dir. X < X ve (K;) den X
o(X) dir. Diger taraftan o fonksiyonunun deger kiimesi P(X) ve o(X)eP(X)
olmasindan o(X) < X dir. O halde a(X)=X bulunur. Boylece X ex dir.

k») Herhangi K,Ko,... Knex igin UK, ek ?

a) i=1,2,...,n icin K; lerden birisi X e esit ise, UK, = X olur. (k;) den UK, ek
=1 i=l

dir.
b) 1=1,2,...,n i¢cin Ki#X olsun. 1=1,2,...n i¢in K;ek oldugundan o(K;)=K;

dir. O halde Uk, =UaK;) dir. (K4) 6zelliginden Uak,)=o( UK, ) dir. Boylece
1=1 1=1 =1 =1

UK, e bulunur.
1=1



ks) {Ki}icic x i¢in K=K, €k ?

i=l

a) K=nk, = ise, (ki) den K=nkK, ex dur.

1l 1=l

b) K=nk,#d ise,Viel icin K=nk, < K; dir. K < K| i¢in gosterelim ki

1l el

o(K)co(K;) dir. K < K; = K;= KUK, olacagindan (K3) den a(K;) = a(KU K;) =

o(K)u ou(Kj) dir. O halde a(K) < oK) dir. Viel i¢in oK) < oK) ve a(K;) =

K; olmasindan o(K) < nwk,) = NK, =K = o(K) < K olur. (K;) den K < oK) dur.
1=l

il

O halde o(K)=K dir. Yan1 a( 0K, =K, dir. €k nin tanimindan 0K, ex dir.
1=l 1=l

il

K ailesi (k;),(k») ve (k3) 6zelliklerini sagladigina gore,teorem 3.4 den « yi
kapalilar ailes1 olarak kabul eden X iizerinde 1 ={K* Kex } topolojisi vardir. k
aillesi o fonksiyonu 1le tek olarak belirlendiginden, ¥ nin elamanlarinin

timleyenleri ile belirlenen T topolojisi de tektir.



Simdi her A < X altkiimesinin 1 topolojisine gore kapanisi olan A
kiimesinin a(A) ya esit oldugunu gosterelim. k ailesinin tanimi ve (K4) den VA
c X i¢in at(A)ek dir. O halde A < a(A) olmasi ve tanim 2.29 dan a(A)e k4 dir.
Boylece

A C o(A) (1)

dir. Diger taraftan her Kexy 1¢in K=AyUK dir. (K3) den K = a(K) = a(AUK) =
a(A)Ua(K) = a(A)UK dir. Buradan o(A) < K dir. Bu ifadenin xa lizerinden
kesisimini alirsak

a(A)c Nk=a=> a(A)c A (2)

[ = A

olur. (1) ve (2) den ou(A) = A bulunur.



Bu son esitlik g6z oniine alindiginda teorem 3.6 da verilen (K,),(K>),(K3)

ve (Ky) ozellikler: 1le sonug 2.40 da verilen ve Kuratowski kapanis 1slemi diye
adlandirilan (K,),(K2),(K3) ve (K4) 6zellikler: aynidir.

Sonu¢ 2.40 ve Teorem 3.6 birlikte géz Oniine alinirsa asagidaki sonug
verilebilir:

Sonu¢ 3.7 Bos olmayan bir X kiimesi iizerinde bir topolojik yapinin
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Kuratowski sartlarinin saglanmasidir.



Ornek 3.8 Bos olmayan bir X kiimesinin P(X) kuvvet kiimesi tizerinde
asagidaki sekilde bir a:P(X)—>P(X) fonksiyonu tanimlanmis olsun. VA eP(X)
1¢in |

O e
olsun. Kolayca gosterilebilir ki a fonksiyonu (K, ),(K,),(K5) ve (K4) 6zelliklerini
saglar. Teorem 3.6 daki k ailesinin elemanlar1 P(X) kuvvet kiimesine esittir.
Ciinkii X 1n bostan farkli her altkiimesinin o altindaki goriintiisit X olarak
tanimlanmis ve & da o altinda & a donlismektedir. O halde k ailesini1 kapalilar
ailesi olarak kabul eden X tizerindeki

1={K°c X: Kex }
topolojist X ilizerindeki ayrik topolojiden baskasi degildir. yani t =P(X) dur.



i¢ Islem ile Topolojik Yap1 Olusturma

Teorem 3.9 Bos olmayan bir X kiimesinin P(X) kuvvet kiimesi {izerinde

asagidaki ozellikler1 saglayan bir B:P(X)—P(X) fonksiyonu verilmis olsun. Her
A ,BeP(X) i¢in,

L)
L)
L)

B(X)=X,
B(A)C A,

B(B(A)=B(A),

L) ACB=B(A)B(B),
Is) BCANB)=B(A)NB(B)

olsun. Bu durumda t ={A < X:B(A)=A} ailest X kiimesi tizerinde bir

topolojidir. Bu topolojiye gore YA — X altkiimesinin ici olana kiimesi, B(A)

kiimesine esittir.



Ispat: t ailesinin topoloji oldugunu gosterelim.

t)) D.Xet?

& < X ve (I2) den B(D) < D dir. Diger taraftan & kiime her kiimenin
altkiimes1 oldugundan & < B(&) dir. O halde B(J)=D dir. T nun tamimindan
et dir. X < X ve (I;) den Xet dir.

t,) Herhangi A} A,,..., A et igin NA, €1 ?
a) Na, =D ise, (1)) den Na, et dur.
b) Na, #& olsun. i=1,2,...n i¢in A;et oldugundan B(A;) = A; dir. Buradan

ABAH)=nNA, dir. (Is) den NBA,)=pB(NA,)=NA, dir. T tammindan A, et bulunur.
i i=l 1=1 1=1

i=1 i=1 i=1



t3) {Ai}iciC TiIcin A=A, €T ?

i=l

a) A=Xse, (t;) den yA, et dir.

1=l

b) A # X olsun. Viel i¢cin A; < A ve (I4) den B(A;) < B(A) dir. Viel i¢in
B(A;) < B(A) oldugundan ypa,) < B(A) dir. Viel icin Ajet oldugundan

B(A;)=A; dir. O halde
A=UA, =UBA) < BA) = A B(A)

1=l 1=l

olur. (I;) den B(A) < A dir. Boylece B(A)=A dir, yani B((UA,)=UA, dir. Bu da

1=l

UA; €T olmasi demektir.

Simdi VA < X i¢in A=B(A) oldugunu gosterelim. (Is) den B(B(A))=P(A)
oldugundan B(A)et dir. T tanimindan B(A) = A ve A = B(A) dir. B(A)et ve
teorem 2.44 (iv) den B(A) = B(A) dir. O halde A = B(A) dur.

Bos olmayan bir X kiimesi tizerinde bir topolojik yap1 olusturmak icin, X
kiimesinin biitlin ac¢iklarinin olusturdugu t ailesini bulmak yerine,T nun
elemanlarin1 olusturacak, belirlenmis o6zellikler1 saglayacak daha az sayida
eleman 1¢eren bir aile bize topoloji olusturmada kolaylik saglayacaktir.



Tamm 3.10 Xz bir kiime ve B’ < P(X) alt aile olsun. B’ ailesine ait
kiimelerin herhangi birlesimine esit olan biitiin kiimelerin olusturdugu aileye p’
niin tirettigi (dogurdugu) aile denir ve 1’ ile gosterilir. B’ < 1’ oldugu agiktir.

Teorem 3.11 X#OJ bir kiime ve tamim 3.10 da ki t’ ailesi verilmis olsun.

Bu durumda Aet’ olmasi i¢in gerek ve yeter sart VxeA i¢in 3B}’ var 3 xeB
c A 1se.

Ispat: Aet’ olsun. Tanim 3.10 dan A kiimesi B’ niin bir alt ailesinin

birlesimidir, yani A= (JB,0’ < B’ dir. Dolayisiyla VxeA i¢cin 3Bef’ var 3 xeB

Be=dr

A dir.

Tersine olarak,vVxeA i¢cin IBsef’ var 3> xeBx < A olsun. VxeA i¢in
x € By oldugundan Ac yB, dir. Yine,vxeA i¢cin By A oldugundan (B, C A

XedA NeEA

dir. O halde A=B, ,Bxe[}’ dir. Boylece Ae1’ dir.
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