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Tanim 2.84 (X,t ) bir topolojik uzay olsun. Eger X 1 sayilabilir yogun

bir alt kiimes1 varsa, (X,1 ) topolojik uzayimin ayrilabilir uzay denir.

Ornek 2.85 (R,7) alisilmis topolojik uzay ve Q < R olsun. Ornek 2.59
dan Q=R dir. Q sayilabilir oldugundan (R,t ) uzay ayrilabilir bir uzaydar.

Ornek 2.86 (X,1 =(0.X)) ayrik olmayan topolojik uzay: ayrilabilir bir
uzaydir, eger X sayilabilir bir uzay ise. Gergekten, VA — X, A # @ i¢in A=X dir
ve X sayilabilir oldugundan A da sayilabilirdir. Benzer sekilde (X,P(X)) ayrk

uzayin ayrilabilir olmasi i¢in X 1n sayilabilir bir kiime olmasi gerekir. Ciinkii bu

ayrik uzayin bir tek yogun altkiimes1 var o da kendisidur.



Teorem 2.87 (X,t ) ikinci sayilabilir bir uzay olsun. Bu durumda (X.,1 )
topolojik uzayi ayrilabilir bir uzaydar.

Ispat: B = {B.: neZ"} ailesi t topolojisinin sayilabilir bir taban1 olsun.
Her n €Z" i¢cin B, kiimesinden bir x, elemam alarak bir A kiimesini olusturalim
A nin olusumundan sayilabilir X in bir altkiimesidir. Simdi gosterelim ki A=X

dir. Bunun 1cin gostermehiyiz ki ¥xeX noktas1 A kiimesinin bir degme

noktasidir. Kabul edelim ki 3xeX var 3 x¢A dir. O halde xea dir. A kapaly,

A agiktir ve A et dir. B taban oldugundan
xeBhc A (1)

olacak sekilde Bye P vardir. A nin olusumundan ANByz @ dir. Bu da (1)
ifadesiyle celisir. Bu geliski xgA olmakla ortaya ¢ikti. O Halde, ¥xeX i¢in
x€A ve dolayisiyla A=X dir. Boylece (X,1 ) ayrilabilir bir uzaydir.



Tanim 2.88 X # 0 herhangi bir kiime ve fl ={A;ii1el} ailes1 verilmis
olsun. Eger X kiimes1 fl nin elemanlarinin birlesimi tarafindan kapsaniyor ise,
yani

XU Ai, A; e fl

il

1se, fl ailesine X kiimesinin bir értiisii denir. Eger ortiiniin elemanlarn sonlu 1se,
ortiiye sonlu ortii denir. Eger Ortiiniin elemanlann sayilabilir 1se, ortiiye
sayulabilir értii denir.

Eger X, fl nmin bir b alt ailesinin elemanlarimin birlesimi tarafindan

kapsaniyor 1se, b ye alt ortii denir.

Tanmm 2.89 X in bir topolojik uzay olmasi ve fl ortiisiiniin biitiin
clemanlarinin acik olmasi halinde ortiiye a¢ik ortii, fl Ortiisiiniin biitiin
elemanlarinin kapali olmasi halinde de ortiiye kapal ortii denir.

Ornek 2.90 (R, ) alisilmus topolojik uzay olsun fl ={(a,b):a,beR,a<b |

seklinde tanimlanan fl ailesi, R min acik bir ortiisiidiir.



Tamm 2.91 (X,t) bir topolojik uzay olsun. Eger X 1n her ac¢ik ortiisiiniin

sayilabilir bir alt drtiisii var 1se, (X,t ) uzayma Lindel6f uzay denir.

Teorem 2,92 (Lindel6f) (X,t ) ikinci sayilabilir bir topolojik uzay ve A

— X olsun. Bu durumda A nin her acik ortiisiiniin sayilabilir bir alt 6rtiisti vardir.

ispat: fl={A; :1€l} ailes1 A kiimesinin agik bir 6rtiisii olsun. Bu durumda
VxeA wmn JA, € 1 var 3 xeA, dir. X uzay1 ikinci sayilabilir oldugundan
sayilabilir bir B tabam vardir. A, acik oldugundan B nin elemanlarinin bazi
bilesimine esittir. Bu durumda VxeA i¢in By, — A, olacak sekilde B, € P vardur.
Diger taraftan

AcUBxcUACUA;

XEA X 1=l
bulunur. Boylece p'= {Px :xeA}c P ailes1 A nin sayilabilir bir ortiisiidir. p’

ailesi sayilabilir oldugundan p'= { By: neN} seklinde yazar ve VxeA icin By

Ay oldugu da géz 6niine alimirsa, ¥neN 1igin B, < A, olacak sekilde A,e fl

elemanlarini bulabiliriz. O halde

A c yBync yAnc UA,;

olur ve {A, : neN} — fl min sayilabilir bir alt 6rtiistidiir.



I11. BOLUM

TOPOLOJI ELDE ETME METODLARI-I

Bostan farkl bir X kiimesi iizerinde topolojik yapilarin olusturulmasi i¢in
bir cok metot vardir. Bu béliimde ortada hic topoloji yokken X+ kiimesi
tizerine topolojilerin nasil konulacagim gosterecegiz. Bunun i¢in II. Béliimde
topoloji ve topolojik uzaylar 1i¢cin verilen temel kavramlardan faydalanarak
topolojik yapilar olusturacagiz. Bir kiimenin tanim 2.1 deki 6zellikler1 saglayan
acik alt kiimelerini bulmak her zaman pek kolay degildir. Ornegin, R reel
sayllarin acik araliklarimi kullanarak olusturulan ailenin tammm 1.1 deka
ozellikler: sagladigl gosterilse de,herhangi bir kiimenin agiklarini belirlemek 1¢in

kullanacaginiz her hangi bir kural yoksa,agiklar belirlemeniz imkansizdir.

Birinci béliimde oldugu gibi1 X#£& kiimesi tizerinde metrik fonksiyonu
tanimh olmas1 X in ag¢ik alt kiimelerini belirleme mmkam verdi. Bu agiklar:
kullanarak X {izerine topolojik yapilarin konulabilecegini 1kinci boliimde
gosterdik. Demek ki X#J kiimesi iizerine topoloji koymanin bir yolu, o kiime

tizerinde bir metrik fonksiyonunun tanimh olmasidir.

Simdi 1kinci béliimdeki kavramlardan faydalanarak bostan farkh bir kiime
lizerine topolojik yapinin nasil konulacagini sirasiyla verelim:



Komsuluk Ozelliklerini Saglayan Aile Ile Topolojik Yap1 Olusturma

Teorem 3.1 Bir X#& kiimesinin her xeX noktas: 1cin komsuluk
aksiyomu diye adlandirilan (N), (N2), (N3) ve (Ng) 6zelliklerii saglayan B(x)
alles1 verilmis olsun. Bu durumda X kiimes lizerinde bir tek t topolojisi var dyle

k1 bu topolojiye gore xeX noktasinin komsuluklar ailes1 N(x), B(x) e esittir.

Ispat: B(x) den faydalanarak bir t ailesi tammlayalim:
={AcP(X): xeA ve Aef(x)} (3.1)
olsun. Once 7 ailesinin sonlu kesisim ve keyfi birlesime nazaran kapali oldugunu
gosterelim:

t) Herhangi A A, Aneticin NA, €1 ?

i=l

(N1) aksiyomundan rnm, #@ dir. KE.:*.A. olsun. 1=1,2,..n 1¢In

=1 =1

xeA;ep(x) dir. (N3) aksiyomundan rnwlA, eP(x) dir. T nun tanimindan %A, =

bulunur.



t:) { A}, crct (I2D) igin j A, €T ?

=l

X € UA, olsun. Birlesim isleminden 3 o€l 1¢1n xeA; dir. Aj eP(x) ve Ai CJ A,

=l iel

olmasi ve (Nz) aksiyomundan | A, €p(x) dir. T nun tammindan ja, et bulunur.

1=l 1=l

t) O, Xet ?
Kesisim ve birlesim 1slemi tanimh oldugundan ya, =& ve na, =X dir. 1
(=) =&

nun tanimindan &, X et bulunur. Boylece t, X tizerinde bir topolojidir.

T topolojisine gore x e X noktasimin komsuluklar ailes1 N(x) olsun. N(X) =
B(x)?

WINeN(x) igin JUet var 3 xelU < N dir. Uet ve xeU oldugundan
Uep(x) dir. (N2) aksiyomundan N e(x) dir. O halde

N(x) = B(x) (1)
dir.

YV O Aep(x) icm W={yeX:Aefl(y)} olsun. Aep(x) oldugundan W nin
tanimindan xeW ve W= dir.VyeW i¢in Aef(y) ve (N;) aksiyomundan ye A
dir. O halde W — A dir.



Wet mu? W nin acgik oldugunu géstermek 1icin W, her elemaninin
komsulugu oldugunu gostermek yeterhdir. Aef(y) i¢in (N4) aksiyomundan V
A olacak sekilde 3V ef(y) vardir 6yle ki her zeV 1¢cin A€f3(z) dir. O halde ze A
olmas1 W nin tanimindan zeW dir. Boylece V. < W dir. Vei(y) ve (Ny)

akstyomundan W ef(y) dir. Boylece W 1¢indeki her noktanin komsulugudur. O

halde Wet dir. Sonug olarak A,x noktasinin komsulugudur, yan1 AeN(x) dur.
Boylece

B(x) = N(x) (2)
bulunur. (1) ve (2) den B(x)=N(x) dur.

Son olarak t nun tekligim gésterelim. Hipotezde verilen sartlarn saglayan
bir bagska t' topolojisi var olsun. Teorem 2.17 den t ve t' niin aciklann ayn

oldugundan =1’ diir.



Ornek 3.2 R reel sayilar kiimesi ve her xR igin
B(x)={A — R:xe(ax, bx) < A,ax, byeR}

ailesini tanimlayalim. Kolayca gésterilebilir ki B(x) ailes1 komsuluk aksiyomlar:
diye bilinen (N1),(N2),(N3) ve (N4) aksiyomlarini saglar. O halde teorem 3.1 den
her xeR i¢cin B(x) ailesini, X noktasinin komsuluklar ailesi olarak kabul eden 1’
topolojis1 R nin alisilmus t topolojisinden (teorem 2.63) baskas: degildir.
Gergekten, A=t herhangi bir eleman olsun. Teorem 2.63 den A kiimes1 acik
araliklarin bir birlesimidir. O halde her xe A eleman1 A tarafindan kapsanan bir
(ax , bx) acik araligina aittir. 3(x) mn tanmmindan Aep(x) dir. Teorem 3.1 den
Aet dir. Bu da
TC T (1)

demektir.

V e1’ herhangi bir eleman 1se, (3.1) de xeV 1cin Vep(x) dir. O halde x
noktasim1 i1ceren ve V tarafindan kapsanan bir (a. , by) acgik araligr wardir.
Boylece V kiimesi bu acik araliklarin birlesimu olarak yazilabilir. Teorem 2.63
den Vet dir. Buda

TcrT (2)
demektir. Boylece (1) ve (2) den t = t’ bulunur.



Ornek 3.3 X#@ bir kume ve vxeX icin B(x)={AcX:xeA} olsun.

Kolayca gosterilebilir ki (x) ailes1 komsuluk aksiyomlarimi saglar. O halde
teorem 3.1 den X ilizerinde

1= {AeP(X):VxeA, Acfi(x) }
alles1 X iizerinde bir topoloj1 olup, bu topoloji X iizerindek1 ayrik topolojiden
baskasi degildir, yam t = P(X) dur.

Eger her xeX 1cin B(x)={X} alimirsa,bu aile X ilizerinde ayrik olmayan

(kaba) topolojiy1 belirler, yani 1 ={J,X} dir.
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