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Teorem 2.66 (X.d) metrik uzayimin biitiin agik yuvarlarinin B ailesi, d
metriginin X {izerinde olusturdugu topoloji i¢in bir tabandir. (bkz Teorem 1.10)

Ispat:p ={B(x,r): xeX ve r > 0} ailesinin teorem 2.64 deki (b1),(bs)
sartlarim sagladigini goéstermeliyiz.

vxeX ve Vr >0 i¢cin xe PB(x.,r) < X oldugundan X = U B(x,r) dir. Boylece

(b)) 6zelligi saglanar.
Herhangi B,,B, € B ve B, NB»#0 olsun xe B;n B, keyfi bir nokta olsun.
Bu durumda xe B, ve xeB, dir. Teorem 1.8 den
dr > 0 sayis1 var 3 B(x,r;) © By ve 3 1> 0 sayis1 var 3 B(x,r;) < Bs
dir. r = min {r,, r;} olmak tizere xe B (x,r) < B, B, dir. X keyfi oldugundan
BinB,= UBx.n

xeB, B,
olarak yazilir. Boylece (bz) 6zelligi saglanir. O halde B acik yuvarlarin ailesi bir
tabandir.



Ornek 2.67 R? iizerine alisilmis metrikle konulan (teorem 2.63 dekine
benzer olarak) alisilmis topoloji i¢in ;

1) R? deki biitiin acik daireler (diskler),

i1) R* deki biitiin acik eskenar dortgenler,

iii) R* deki kenarlar1 koordinat ecksenlere paralel olan biitiin acik
dikdortgenler birer tabandr.

Teorem 2.68 (X,t) bir topolojik uzay ve B < 1 olsun. p min 1 topolojisi
icin bir taban olmasi i¢in gerek ve yeter sart VxeX i¢cin E(x) = {E€ B : xeE}
ailesinin X noktasi i¢in bir komsuluklar tabani1 olmasidir.



Ispat : B, T icin bir taban olsun. Gésterelim ki E(x), x in komsuluklar
tabanidir. Herhangi bir xeX icin Ne N(X) ise, tanim 2.10 dan xeU < N olacak

sekilde bir Uet vardir. U acik kiimesi B ya ait kiimelerin bir birlesimine esittir.

O halde xeE < U olacak sekilde en az bir E€ P vardir. Bu da E€E(x) olmasi
demektir. Tanim 2.14 den E(x), x in komsuluklar tabamdir.

Tersine olarak her xeX i¢in E(x) in komsuluklar tabani oldugunu kabul
edelim ve gosterelim ki B, i¢in bir tabandir. Uet herhangi bir eleman olsun.
VxeU i¢in UeN(x) dir. Komsuluklar tabanmi tanimindan xeV, < U olacak
sekilde V eE(x) var ve dolayisiyla V,e P dir. Her xeU i¢cin xeV, < U
oldugundan U= |J Vi, Vie P dir. O halde t nun herhangi bir elemani B ya ait

xell

elemanlarin birlesimi seklinde yazildigindan B, 1 i¢in bir tabandir.



Tamm 2.69 (X,t ) bir topolojik uzay ve fl < t olsun. fl ailesinin
elemanlarinin her sonlu kesisimlerinin olusturdugu aile, t icin bir taban
olusturuyor 1se, fl ailesine t topolojisi i¢in bir alt taban denir, yani,

{ na: @ c fl,p sonlu}

Acp

ailesi t topolojisi i¢in bir taban ise, fl ailesi t i¢in bir alt tabandir.
Ornek 2.70 (R,74 ) alisilmis topolojik uzay ve
fl={(- 0 ,b), (a,© ):a<bve abeR}

ailes1 verilmis olsun. fl ailesi R nin alisilmis topolojisi i¢in bir alt tabandir.
Gergekten,

{(- 2 ,b)n(a,+ )=(a,b) :a<bveabeR}
ailesi Teorem 2.66 dan t41¢1in bir tabandir. O halde f1 bir alt tabandr.



Kardinal Sayilar ve Sayilabilirlik

X ve Y herhangi iki kiime olsun. X den Y ye bire-bir ve orten bir f
fonksiyonu varsa , X ve Y kiimelerine elemanlar sayis1 bakimindan denktir ya
da aym kardinal sayiya sahiptir denir. Herhangi bir X kiimesinin kardinal
sayisi, bu kiimenin kardinalitesiyle belirlenir ve [X| ile gosterilir. O halde |X| =
Y| olmasi i¢in gerek ve yeter sart X den Y ye bire-bir ve orten bir fonksiyonun
olmasidir (yani X ve Y equipotenttir ). Bir X kiimesi pozitif tamsayilarin
Y={1,2,3,...,n} alt kiimesine sayisal olarak denkse (yam1 X 1ile Y aym
kardinaliteye sahipse), X kiimesine sonlu kiime denir. O halde sonlu bir X
kiimesinin kardinalitesi, bu kiimenin elemanlarinin sayisina esittir. @ kiime

sonlu bir kiime olup, kardinalitesi 0 (sifir) olarak kabul edilir. Sonlu olmayan bir
kiimeye sonsuz kiime denir.

Biitiin pozitif tam sayilarin Z* kiimesinin kardinal sayis1 N, (alef sifir:
Hebrew alfebesinin 1lk harfi) ile gosterilir. Biitiin reel sayilar kiimesinin kardinal
sayis1 C (continuum ) ile gosterilir.

Eger bir X kiimesi pozitif tam sayilar kiimesiyle sayisal olarak denk, yani

1X| =|Z"| 1se , X kiimesine sayilabilir sonsuz ¢oklukta elemana sahip kiime denir.



Tamm 2.71 Bir kiime sonlu veya kardinalitesi N, (alef sifir) i1se, bu
kiimeye sayilabilir kiime, aksi halde sayilamaz kiime denir.

Ornek 2.72 Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir, fakat R reel sayilar
kiimesi sayilamaz kiimedir.

X bir kiime ve |X| =n olsun. Bu durumda X 1n biitiin altkiimelerinin P(X)
ailesinin kardinalitesi 2" dir. X ve Y 1ki kiime |X| =n ve |Y| =m 1se, X den Y ye
biitiin fonksiyonlarinin kiimesinin kardinalites1t m" dur.

Karinal sayilarinin olusturdugu kiime "<" olma bagintis1 ile 1y1 sirali bir
kiimedir. O halde;



Tamm 2.73 (X,t ) bir topolojik uzay ve B, = { P} ailesi t nun biitiin
tabanlar ailesi olsun. Her Pe P, icin |B| kardinal sayilar kiimesi iy1 sirah
oldugundan bir en kii¢iikk eleman1 (e.k.e) vardir. Bu sayiya (X,t ) topolojik
uzayin agirhg: (weight) denir ve o(X,t ) ile gosterilir, yani

o(X,t)=ek.e {|B|: B, T nun taban: }
dur.

Tamm 2.74 (X,t ) bir topolojik uzay , xeX ve {E(x)} x in komsuluklar
tabanlarinin bir ailes1 olsun. E(x) komsuluklar tabanlarmin |E(x)| kardinal
sayilarinin en kii¢iik elemanina, x noktasimin karakteri denir ve y(x, (X,1)) ile
gosterilir, yani

(X, (X,1))=eke {|E(X)|: E(x), x in komsuluklar tabani}
dir.

Her xeX noktasinin y(x, (X,t )) karakterlerinin supramumuna (Xt )
topolojik uzayin karakteri denir ve y(X,1 ) ile gosterilir, yani

XX, T )= Supix(x, (X,1)) 1 xeX
dir.



Tamm 2.75 (X,t ) bir topolojik olsun. Eger y(X,t )<N, 1se , (X,1 )
topolojik uzayma birinci sayilabilir uzay denir. Diger bir deyimle, (X,t )
topolojik uzayinin her noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabani varsa, uzaya
birinci sayilabilir denir.

Ornek 2.76 (X.d) bir metrik uzay ve xeX herhangi bir nokta olsun.
Ornek 2.16 dan {B(x,.):ne N} ailesi x noktasinin bir komsuluklar tabanidir.

Diger taraftan bu ailenin her bir elemam dogal sayilar tarafindan
indislendiginden aile sayilabilir , yani bu aile ile pozitif tam sayilar arasinda
bire-bir bir esleme vardir. O halde (X,d) metrik uzay: birinci sayilabilir uzaydir.

Sonug¢ olarak her metrik uzay birinci sayilabilir bir uzaydir. Boylece
R'R?..,R" birer metrik uzay olduklarindan, birinci sayilabilir uzaylardir.
Ayrica metrikle olusturulan topoloji ile birlikte topolojik uzay da birinci
sayilabilir uzaydir.

Ornek 2.77. (X,P(X)) ayrik bir uzay olsun. Ornek 2.15 den Vx eX i¢in
E(x)= {x} ailesi, x noktasmin komsuluklar tabanidir. Ustelik sayilabilir
oldugundan ayrik her uzay birinci sayilabilir bir uzaydir.



Teorem 2.78 (X,t ) bir topolojik uzay ve her xeX noktas: i¢in
Wi, Wa,...,Wh.... sayilabilir komsuluklar tabani1 olsun. Bu durumda x noktasinin
i¢-ice azalan V,V> ..., V,.... komsuluklar tabani vardir.

Ispat: Komsuluklar tabanmnin ic-ice azalmasi, ¥neN icin V,.; < V, dir.
Eger W, W,,..,W,,... i¢-ice azalansa, ispat aciktir. W W,,.. . W,... ic-igce
azalmiyorsa ,
Vi=W LV =WinWo, V=W inWan...nWy,...
seklinde tanimlanan V,,V,,...,V,,... ailesi (dizis1) hem i¢-ice azalan ve hem de x

noktasinin komsuluklar tabanmdir.

Ornek 2.79 (R.d) alisilmis metrik uzay olsun. ¥x €R i¢in
B(x,1), B(x,4 ), . B(X,1),...

komsuluklar tabani i¢-1¢e azalandir.



Tamm 2.80 (X,t) bir topolojik uzay olsun. Eger
o(X,1)< N,
ise, (X,t ) uzaymna ikinci sayilabilir uzay denir. Diger bir deyimle, (X,t ) uzayi
sayilabilir bir tabana sahipse, uzaya ikinci sayilabilir uzay denir.

Ornek 2.81 (R,7) alisilmus topolojik uzay olsun. Bu durumda

B =1qr):q,reQ, g <rj
ailes1 R 1¢in bir tabandir. Ayrica Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir
oldugundan R ikinci sayilabilir bir uzaydir. Simdi p'nin bir taban oldugunu

gosterelim:



Ac R herhangi bir agik olsun. Teorem 2.63 den A= U (ay, by) dir. O halde

xeA
VxeA i¢in a, < X <b, dir. Reel sayilarin Archiemed sinirh oldugundan a, < g, < X
ve X <1, < by olacak sekilde g« ve r. rasyonal sayilar1 vardir. O halde VxeA
iIcin gy <X <r, dir. Buda

A= U (Qx, Ix)

olmas1 demektir. Boylece p’, T topolojisi i¢cin bir tabandir. Teorem 2.63'de
B={(a,b):a,beR,a < b} ailesinin R nin alisilmis topolojisi i¢in bir taban oldugu
ifade edilmisti. Reel sayilar kiimesi sayilamaz coklukta oldugundan B tabani
sayllamaz. Ayrica R iizerine konulan ayrik topolojiye gére

pr=11Xxj:XeR}
ailes1 de bir taban olup sayilamaz coklukta elemana sahiptir, yani (R, P(R))
ikinci sayilamaz uzaydir. Fakat birinci sayilabilir bir uzaydir.



Teorem 2.82 Ikinci sayilabilir her uzay, birinci sayilabilir uzaydir.

Ispat: (X,7) uzay: ikinci sayilabilir bir uzay olsun. Bu durumda o(X,7) <
N, dir. Yani 3 P tabani1 var 3 | B| < N, dir. Teorem 2.68 den x €X noktasinin E(x)
komsuluklar tabani, p nin bir alt ailesidir. O halde

E(x)c P = |Ex) <[ p| <N, = |E(x)| £N,

dir. Boylece (X,t ) uzayi birinci sayilabilir bir uzaydir.



Teorem 2.83 (X,t ) ikinci sayilabilir bir topolojik uzay ve A < X

sayilamaz bir altkiime olsun. Bu durumda dxe A’ var 3 xe A dur.

Ispat: B ailesi 7 icin sayilabilir bir taban ve An A’=0 olsun. Bu durumda
¥xeA 1¢in 3Viet acik komsulugu var 3 (Vi\{x}) NA=0 dir. B bir taban
oldugundan AnB,={x} olacak sekilde bir B, € B vardir. O halde A dan P ya, x 1
B, e doniistiiren bire-bir f fonksiyonu vardir.  sayilabilir oldugundan A nin da
sayilabilir olmas1 gerekir. Halbuki A sayilamaz bir kiime 1di. Bu celiski An A’
=@ almakla ortaya ¢ikti. Boylece An A'#0
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