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Tamm 2.49 (X,t ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A€ kiimesinin bir
i¢ noktasina A nin bir dis noktasi denir. A nin biitiin dis noktalarinin kiimesine

A nin disi denir ve A¢ ile gosterilir.

Tamm 2.50 (X,t) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kiimesinin i¢ine

ve disina ait olmayan noktalarin kiimesine A nin simr1 denir ve (veya xeX
noktasinin 1stenildigi kadar kiiciik bir komsulugu alindiginda, bu komsuluk
icinde hem A nin icine hem de A min disina ait noktalar bulunuyorsa, x
noktasina A nin bir sinir noktasi denir ve biitiin sinir noktalarinin kiimesi)

OA= {xeX: X& A Ve XZ A°
ile gosterilir.



Teorem 2.51 (X,1) bir topolojik uzay olsun. Her Ac X i¢in
OA= A\ A=An 1
dir.

Ispat: Tamm 2.50'den 6A={xeX: x¢ A ve X¢ a°} dir. Teorem 2.45 (ii)
den rc= A dir. O halde

OA= {xeX:x¢ A vexgA }={xeX:x¢ A vexe A }=A\X.

Diger taraftan teorem 2.45 (i) den = A° dir. O halde

OA= {xeX: xe & ve xe A 1= {xeX:xea vexe A }=A na
bulunur.

Sonu¢ 2.52 0A= A ~ ac kiimesi, (X,t ) topolojik uzayinin kapal bir
altkiimesidir. Ciinka kapali iki kiimenin ara kesiti, teorem 2.9 (k) den kapalidir.



Ornek 2.53. (X,P(X)) ayrik uzay ve A c X olsun. A nin icini, disini ve
sinirini bulalim.

Coziim: A c X oldugundan A hem acik hem de kapalidir, yani

A= 2=A
dir. O halde A nin ici A=A dur. Diger taraftan A nin dist ¢ idi. X ayrik uzay

ve A'cX oldugundan A° aciktir. O halde A nin dist A= A® dir. Ayrica A nin
sinirt ise, PA=A\ A =A\A=0 olur.



Ornek 2.54. R iizerinde alisilmis d metrigin koymus oldugu t4 topoloji
olsun. A = (-1,2]u {3,4.,5} < IR altkiimesinin bu topolojiye gore i¢ini, kapanisini
ve sinirini bulalim.

Coziim: -1gA oldugundan -1g A dir. xeA ve —1< x < 2 olsun. Bu

durumda 3r>0 sayis1 i¢in N=(x-r,x+r)eN(x) var 3 xeN < A dir. O halde xe A
dir.

2e A ? ¥r > 0 sayist icin N=(2-r,2+1r) & A oldugundan 2¢ A dir. Benzer
sekilde gosterilirki 3.4 ve 5 ¢ A dir. O halde A nini¢ci A= (-1,2 ) acik arahigidir.

Tanim 2.43'e gore A nin i¢ini sdyle de bulabiliriz. A kiimesinin kapsadig: en
genis acik altkiimesi (-1,2 ) acik aralig1 oldugundan A nin i¢ci A =(-1,2) dir.

A bulmak icin, A nin degme noktalarimi bulmak yeterlidir. —1< x < 2 i¢in
xeA ve 3.4 ve 5 A olmasi, tanim 2.18 e gore A nin degme noktalaridir.

Wvr > 0 sayist ve N=(-1-r,-1+1r) eN(-1) 1cin NNA=0 oldugundan —1, A nin

bir degme noktasidir. Boylece A nin biitiin degme noktalarinin kiimesi
[-1.2]u{3.4.5} dir, yani



A=[-12] U{3.4.5}
olur. Tanim 2.29'a gore A'yvi kapsayvan en kiicik kapali altkiime
[-1.2] U {3.4.5}oldugundan
A =[-1,2] u{3.4,5}
olur. Son olarak A nin sinir,
A=A\ A=A =[-12]1U{3.4,5} \(-1,2)= {-1,2,3.4,5}

olarak bulunur.



Ornek 2.55 X= {a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki topoloji
={0,X,{a},{c,d},{a,cd},{b,c.de}}
ve A= |b,c,d} < X bir altkiimesi olsun. A nin i¢ini, disini ve sinirlarini bulalim.
Coziim: A=?. Bu topolojiye gore A nin kapsadig1 en genis acik kiime
{c,d} oldugundan A={c,d} dur.
A=? A={b,c,d}=A° = {ae} dir. Bu topolojiye gore A° nin kapsadigi en
genis actk kiime {a} oldugundan Ac={a} dr.

A kiimesinin sinir;, A nin i¢ine ve disina ait olmayan noktalarin kiimesi
olarak tanimlandigindan

OA= {xeX: xg A vex¢ A° }={b.e} olur.



Tamm 2.56 (X,t) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A ya Kkendi icinde

yogundur denir ancak ve ancak A — A’ ise.

Tamm 2.57 (X,t ) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A ya miikemmel

(perfect) bir kiime denir ancak ve ancak A=A’ ise.

Teorem 2.58 (X,t ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. Bu durumda A
nin miikemmel bir kiime olmasi icin gerek ve yeter sart A nin kendi i¢inde
yogun ve kapali olmasidir.

Ispat: A miikemmel olsun. Tanim 2.57 den A=A’ dir. A c A’ oldugunda
A kendi i¢inde yogundur. Ayrica A biitiin yigilma noktalarini kapsadigi icin
teorem 2.29 dan A kapalidir.

Tersini olarak A kendi i¢inde yogun ve kapali olsun. A kendi iginde
yogun oldugundan A — A’ dir. A kapali olmasindan biitiin yi1gilma noktalarim

kapsar, yani A'c A dir. O halde A=A’ bulunur. Bu da A nin miikkemmel olmasi
demektir.



Tamm 2.59 (X,t ) bir topolojik uzay ve A — X olsun. A=X ise, A

i

kiimesine X uzayinda her yerde yogun denir. Eger A= & 1se, A ya hicbir yerde
yogun degil denir.

Ornek 2.59 R, alisilmis d metriginin olusturdugu 4 topolojisiyle birlikte
bir topolojik uzay ve Q, I < R olsun. Bu durumda Q ve I, R de her yerde
yogundur. Gercekten, ornek 2.28'den Q' =R ve I'=IR dir. Diger taraftan

0=Quq=IR ve I=FIu r=R
oldugundan Q ve I, R de her yerde yogundur.

Ornek 2.60 (X,7={0,X}) kaba topolojik uzay olsun. X in bostan farkli

her altkiimesi X de yogundur. Gercekten, A, X in herhangi bir altkiimesi ise,
A'y1 kapsayan tek kapal alt kiime X oldugundan A=X dur.



Teorem 2.61 (X 1) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kiimesinin X
topolojik uzayinda her yerde yogun olmasi i¢cin gerek ve yeter sart X uzayinin

bos olmayan her U acik kiimesi i¢in U 0 A=0 olmasidir.

Ispat: A,X de her yerde yogun olsun. Bu durumda X in her noktas: A nin
bir degme noktasidir (teorem 2.31). Degme noktasi tanimindan
vxeX, YUeN(x) ac¢ik i¢cin UnA=0
dir.
Tersine olarak VxeX ve YUeN(x) acik i¢in UnA#0 olsun. Bu durumda
X in her elaman1 A nin bir degme noktasidir, yani xe A dir. Boylece X A dir.

Diger taraftan A — X i¢in teorem 2.30 (v) den A <X=X dir. O halde A =X
bulunur. Bu da A nin X de her yerde yogun olmasi demektir.



Topoloji Tabam ve Alt Tabam

Vektor uzayr hakkinda bilgisi olan herkes , vektdr uzayinin her bir
elemaninin  vektdér uzayin bazi (tabani) diye adlandirilan vektorlerle ifade
edilebilecegini bilir. Topolojik uzaylarda da vektor uzayindaki bu kavrama,
gordigii 1s bakimindan benzer olan bir kavramin varligi akla gelebilir. Yani
bostan farkli bir X kiimesi iizerinde tanimlanan herhangi bir t topolojisinin her
bir elemanini belirlemeye yetecek bir alt aile var midir? Bu soruya cevap olarak

asagidaki tanimi verelim.

Tamm 2.62 (X,t ) bir topolojik uzay ve B — t olsun. t topolojisinin her
elemani B nin elemanlarinin her hangi bir birlesimi olarak yazilabiliyor ise,  ya

T topolojisinin bir tabani (bazi) denir, yani

B,t icin bir taban <V A et i¢in 30c P alt ailesi var >5A=UB veya,
Bl

B,t i¢cin bir taban <V Aet ve VaeA i¢in dB;e B var 5A=UB, dir.

acA

Bu tanima gore X tizerindeki t topolojisi, B tabaninin elemanlar1 cinsinde

yazilabilir, yani t={ UB: 0B} dir.



Bu tanima ornek olmasi ve R iizerinde tanimlanan alisiimis d metriginin,

R iizerine koydugu t4 metrik topolojisini net bir sekilde ifade edelim. Ornek
1.6'da R'nin herhangi bir x noktasinin d alisilmis metrige gore r-komsulugu (agik

yuvart)

B(x,r) = {yeR: d(x,y)= | y-X | <r}=(x—r,x+r)

seklinde tanimlanmisti. Ayrica teorem 1.8 de her acik yuvarin (agik araligin)
acik kiime oldugu gosterilmis ve tanim 1.7 de metrik uzaylar da acik altkiime
tanim verilmisti. O halde asagidaki teoremi ifade edebiliriz:



Teorem 2.63 R reel sayilar kiimesinin altkiimelerinden acik araliklarin
birlesimi seklinde tanimlanabilenlerin

i={A CR: A= U (ax,by), X (ax,bx ) ve ax,bxeR }

ailesi, R tizerinde bir topoloji olusturur.

Sonu¢ olarak 14, R tizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye R iizerindeki
alisilmis metrigin olusturdugu metriksel topoloji veya R nin ahsilms topolojisi
denir. T4 nin tanimlanmasinda goriildiigii gibi 14 nin her bir elemani acik
araliklarin birlesimi  seklinde vyazilmaktadir. Dolayisiyla acik araliklarin
B=1{(a,b):a,beR} ailesi t4 1¢1n bir tabandir.



Teorem 2.64 (X,t ) bir topolojik uzay ve 3, T nun bir tabani olsun. Bu
durumda P ailesi (taban olma sartlari olarak bilinen ) asagidaki sartlar1 saglar:

bi) X uzayi, B nin elemanlarinin birlesimine esittir, yani X = UB,

b,) B nin herhangi iki elemaninin kesisimi, B nin elemanlarinin bir
birlesimine esittir, yani herhangi B;,B> € B ve Vpe BinB: i¢in 3Bp,e B var >
peB,c BinB>dir. VeyaBinB>= U B, ,B,ef dir.

p=B, B,

ispat:
(by) B, T i¢in bir taban ve X et oldugu i¢in, tanim 2.62 den X= U dir.

Bef
(b2) Herhangi B; B> € P olsun. p < t oldugundan B, ,B> et dir. (t2) den
BinByet dir. Tanim 2.62 den B;nB, kiimesi B ya ait elemanlarin birlesimi

olarak yazilabilir.Yani, BijnB, = U B,, ByeP veya 3 ByeP 3> peB,c BinB»

peB B,

olur.Boylece (b,) saglanir.

Ornek 2.65 (X,P(X)) ayrik topolojik uzay olsun. Bu durumda

B={{x}:xeX}
ailesi P(X) topolojisi i¢in bir tabandir.
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