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Teorem 2.35 (X,d) bir metrik uzay ve A < X olsun. d metrigine gére A
kiimesine uzakliklar: sifir olan X in noktalarinin kiimesi A nin kapanisina esittir,
yani

A={xeX:d(x,A) =0}
dur.

Ispat: xeA alalim ve gosterelim ki d(x,A) =0 dir. Aksini kabul edelim,
yani d(x,A)=r > 0 olsun. Bu durumda
B(x,ir)={yeX: : d(x,y)< ir}
acitk yuvart A nin higbir noktasini igermez , yam1 B(x,ir )NA = O dir.

Sonug 2.33 den xgA olur. Bu x€A olmasiyla celisir. O halde d(x,A) = 0 dur,
yani
xeA= {xeX :d(x,A)=0} (1)



Simdi d(x,A) = 0 alalim ve gosterelim ki xeA dir. d(x,A) = 0 olmas1 ve
d(x,A)=inf{d(x,y) : yeA } tanimindan

a) xeA dir. Boylece xeA olur.

b) xgA 1se , Her r > 0 sayis1 icin B(x,r) = {yeX : d(x,y) < r} a¢ik yuvari
A nin en az bir noktasimi icerir. O halde xeA’ dir. A=AUA’ olmasindan da xe A
olur. Boylece

(xeX:d(x,A)=0 = xeA (2)
dur.
Sonug olarak (1) ve (2) den
A= {xeX:d(x,A)=0}
dur.

Sonug¢ 2.36 (X.,d) metrik uzayinda biitiin sonlu altkiimeler kapalidir.



ispat: A={a}! tek elemanli bir kiimeye uzakliklar1 sifir olan noktalarin
kiimesi , tek elemanli A kiimesidir. Gercekten,

d(x,A)=d(x,{a})=d(x,a) =0 = x=a

dir. Teorem 2.35 den A={a}=A olup, A kapalidir.

Eger A={a, a,,...,a,} < X sonlu herhangi bir altkiimesi olsun. A kiimesi
tek elemanli kapali kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir, yani

A={arjUiazj U .U}

dir. O halde sonlu sayidaki kapalilarin birlesimi (k, den) kapali oldugundan A
kapalidir.

Sonuc¢ 2.37 (X,d) metrik uzay ve A < X olsun. Bu durumda
A kapali & {xeX :d(x,A)=0} cA

olmasidir.



Ispat: A kapali olsun. Teorem 2.30 (iv) den A=A ve teorem 2.35 den de
A={xeX:d(x,A)=0} — A olur.

Tersine olarak {xeX : d(x,A) = 0 } < A olsun. Teorem 2.35 den
A c A olur. Teorem 2.30 (ii) den A — A dir. O halde A=A olur. A kapali

Teorem 2.38 (X,t) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda

0=0
dir.
ispat: @ kiimenin hicbir y1gi1lma noktasi olmadigimdan,teorem 2.32 den
0=0
dir.
Teorem 2.39 (X,1) bir topolojik uzay ve A, A, ..,A, < X olsun. Bu
durumda

(A,UA,U-UA, ) =AUAU...UA,.



Ispat: i= 1,2,...,n icin A= A; U a;dir. O halde
AlUAU.UAL = (AU ADUAU AL U..U(ALU A})

= (A1UA2.U...U.An)U(A] UA U...UA})
olur. Teorem 2.26 dan
(ArUAU..UAL) = (A TUA2 U..UAW)

oldugundan

AlUAU..UA=(AI1UA2U...UAR)U(AIUA2U...UAL)'= (A, UA, U UA, )
bulunur.

Uyari: Kapanis islemi toplamsal degildir, yani
uA

UA, #
=

Sonu¢ 2.40 (X,t) bir topolojik uzayinda kapams islemi (Kuratowski
kapams aksiyvomlar olarak ta adlandirilan ) asagidaki 6zellikleri saglar:

K_l) 'ﬁ= %) , K_'g) A AE!L., Kj):=f1 R K4) AE!L| Ugguu.ugn = (AJ Ua,U...UA, )



Tamm 2.41 (X,t ) bir topolojik uzay ve A — X olsun. xe A noktasma A
nin bir kapamis noktasi denir.

Teorem 2.42 (X,t ) bir topolojik uzay ve A et olsun. Bu durumda her B
< X 1¢in
ANB C(A~B)dir.

Ispat: xe AN B herhangi bir nokta ise, xe B dir. Teorem 2.31 den x, B nin
bir degme noktasidir. O halde YNeN(x) komsulugu icin xe(NNA)eN(x) dir. N
NAeN(x) oldugundan
(NNA)NB=Nn(AnB)# 0O =xe(AnB)

bulunur. Boylece AnNB < (A~B) dur.



i¢ Islem

Tamm 2.43 (X,1) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A min biitiin acik alt

kiimelerin birlesimine A nin ici denir ve A ile gosterilir, yani
A= U{VcX:VcA ve Vet !}

Teorem 2.44 (X,1) bir topolojik uzay, B,AcX ve A, A nin ici olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler vardir:

i) A aciktir;

i) AC A,

ii1) A kiimesi A nmin kapsadig: en genis acik alt kiimedir,

iv) A kiimesinin acik olmasi icin gerek ve yeter sart A=A olmasidir,
vV)AcB=A c B,

vi) ;51 = A,

vii) (ANB)°= A "B .



ispat:
i) A aciktir. Gercekten, T ya ait aciklarin birlesimi tamm 2.1 (t3)
ozelliginden agiktr.

ii) A c A olmas tanim 2.43 ten aciktir.

iii) Aksini kabul edelim, yani A min kapsadigi A dan daha genis acik bir
kiime V' olsun. Yani A < V'c A dir. Diger taraftan YV A agif1 icin tanim
243 ten Vo A dir. Ozel olarak V=V’ i¢cin de V'c A dir. O halde

i

V'= A olur. Boylece A, A nin kapsadig1 en genis acik altkiimedir.

iv) A acik olsun. Gésterelim ki A=A dir. (ii) den A — A dir. Diger
taraftan A acik oldugundan A c A olup, (iii) den A cA dir. O halde A=A dur.

Tersine olarak A= A olsun. A agik oldugundan A aciktir.



v) AcB veA c A oldugundan AcB duir. (ii) den B< B dir. (iii) den B nin
kapsadigi en genis acik altkime Boldugundan AcBc B olur. O halde

A B bulunur.

vi ) B=A olsun. (i) ve (iv) den B= Bolur. O halde A =Adur.



vii ) AnB c A ve AnB < B dir. (v) den (AnB)°c A , (AnB)°c B dir. O
halde
(ANB)’c ANB (1)

dir. Diger taraftan (ii) den A — A ve Bc B dir. Buradan A nB < AnB bulunur.

Lo Q

A,B acik ve tanim2.1 in (t;) den A N gac;lk ve AnB tarafindan kapsanir. (i11)

den AnB nin kapsadigi en genis acik (ANB)° < (ANB) oldugundan AnBC (A
NnB)° c (AnB) dir. O halde

ANB c (ANB)° (2)

dir. Boylece
A NB=(ANB)°

bulunur.

Uyar: (AUB)® = AUB olmak zorunda degildir. Fakat
A UBC (AUB)° dir.



Teorem 2.45 (X,t ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. Bu durumda
i) A=nac ii) af= A%
ispat:

i) Tamim 2.43 ten A=U{V < X :V < A ve Vet } dir. Bu esitligin her iki

tarafinin tiimleyenini alalim.
A°= N{vec X ; ascve ve ve kapal}

dir. acm1 kapsayan biitiin v kapalilarin ara kesiti tanim 2.29 dan a°© esittir. O
halde

AP= tvee X 0 AsC v ve ye kapah}=;
bulunur.

ii) Tanim 2.29 dan A = {KcX : AcK ve Kek,} dir. Bu esitligin her iki

tiimleyenini alalim,
A'=Ulkc X krca® ve k° acik}

dir. acnin kapsadig: biitiin k¢ aciklanmn birlesimi Tanim 2.43 ten A esittir. O
halde

Ec:u { K& C b4 DK C AT Ve K© a';]-k:'zA;
bulunur.



Teorem 2.46 (X,1) bir topolojik uzay olsun. Her Ac X icin

a) A= (4)° b) A=A dir.

ispat:
a) A=n{KcX : AcK, wet}=(U{k'C X © kCa, k€T })F =)

bulunur.

b) Sonug 2.40 (K;) den asc a¢ dir. Bunun tekrar tiimleyenini alalim.
(A=A CA.
¢ kapali oldugundan a- “aciktir. & , A nimn kapsadigi en genis agik oldugunda
A CA (1)
olur. U < A herhangi bir agik olsun. Bu durumda
UcA=ACU=U" = ACl® = a° c Us=UF
veya U cA° olur. Herhangi bir Uc A icin U AS yazildigindan 6zel olarak

U= A alinirsa,

C

ACA® (2)
olur. O halde (1) ve (2) den A=A° bulunur.



Tamm 2.47 (X, 1) bir topolojik uzay, A = X ve A, A nin ici olsun. Her bir

xe A noktasina A nin bir i¢c noktasi denir.

Teorem 2.48 (X, 1) bir topolojik uzay, AcX ve xe A olsun. x noktasinin A
kiimesinin bir i¢ noktasi olmasi icin gerek ve yeter sart x'in en az bir N

komsulugunu A kiimesinin kapsamasidir; yani

Xxe A < INeN(x)varsNc A
dir.

ispat: xe A olsun . Teorem 2.44 (i) den A acik oldugundan A eN(x) ve

teorem 2.44 (ii) den A — A dur.
INeN(x) i¢in xeNc A olsun. NeN(x) oldugun da tanim 2.10 dan 3Uet

var oyle ki xe UcNcA dir. A, A nin kapsadifi en genis acik oldugundan
xeUc Ac A
dir. O halde xe A bulunur.

Bu teoreme gore xg A <> VNeN(x) i¢cin N ¢A veya NNA“#0 dir.
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