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Teorem 2.24 (X,1) bir topolojik uzay ve A < X olsun. Bu durumda A
kapalidir ancak ve ancak A biitiin yigilma noktalarini icerirse, yani,

A kapali A’ < A ise.

Ispat: A kapali ve X, A nmn bir yigilma noktas1 ve x¢A olsun. Bu
durumda xeA° ve A° et dur. A® acik ve x 1 i¢erdiginden A€ x in bir komsulugu
ve A°NA= O dir. O halde x, A nin bir yigilma noktas1 degildir. Bu bir ¢eliskidir.
Boylece xe A dir, yani A'c A dir.

Tersine olarak, kabul edelim ki A biitiin y1gilma noktalarini igcersin. ye A°
keyfi bir nokta olsun. Bu durumda y, A nin bir y1gilma noktasi degildir. O halde
3 Uy < X acik komsulugu var 3 UyNnA= @. Boylece ye A keyfi bir nokta ve U,
c A° olmasi teorem 2.17 den A€ acik, A kapalidir.



Teorem 2.25 (X,t ) bir topolojik uzay, A\B < X ve A < B olsun. Bu
durumda A'cB’ dir.

Ispat: A c B ve xe A’ herhangi bir nokta olsun. Tanim 2.21 den xeA’ =
V NeN(x) 1i¢in (N\{x})NA#O dur ve A < B oldugundan da

¥V N € N(x) i¢cin (N\{x} ) nB# 0 =xeB’

olur. xe A’ keyfi oldugundan A’ < B’ olur.



Teorem 2.26 (X,t) bir topolojik uzay ve A;,A> < X olsun. Bu durumda
(A1UA2)'=A;UA} dir.

ispat: A < AlUA , Ay < AlUA dir. Teorem 2.25 den
Al (A1UA2) ve A, (A1UAy) olur. Buradan
(A UAY) (A UA,) (1)

Simdi (AjUAz)'c A;U A, oldugunu goéstermek icin xg(A; U A,) alalim.
Bu durumda xe(A;UA)¢ = xe(A))° N(Ay)¢ dir. Boylece IN; eN(x), 1= 1,2
komsulugu var 3 (Ni\{x})NA=0, 1=1,2 . Buradan N=N;NN,eN(x) ve (N\{x}) n
(A1UA2) =0 olur. O halde x ¢(AUA;)" dir. Boylece
(A1UA2)'C (A UAY) (2)

(1)ve (2)den A;UA, =(A,UA,)" elde edilir.



Teorem 2.27 (X,1) bir topolojik uzay ve A;,A>cX olsun. Bu durumda
(AINA))c A NnA,.

Ispat: A;NA> c A ve A;nAic A, oldugu aciktir. Teorem 2.25 den
(AINAy)'c A, ve (A2nA))c A, =(ANAy)'c A nA,olur.

A, NnA,c (A nA,) ifadesinin genel de dogru olmadigini aksi bir 6rnekle

gosterelim.

Ornek 2.28. (R, tqg ) ahsilmis topolojik uzay ve Q,I = R olsun. Bu
durumda VxeR alalim. YNe N(x) icin (N\{x})nQ=0 ve (N\{x})nI#O dir. O
halde Q=R ve I'=R dir. Diger taraftan Qn =0 dir. Boylece Q'nI' = Rc 0 = (Q
NI)’ olur. Bu da olmaz. O halde A, NA,z (A1NAy) dur.



Kapamnis Islemi

Tamm 2.29 (X,t ) bir topolojik uzay, A < X ve x ise, T topolojisine gore
kapalilar ailesi olsun. A kiimesini kapsayan k ya ait biitlin kapali kiimelerin
ka={Kc X:Ac K ve Kex} arakesitine A kiimesinin kapamsi denir ve A ile
gosterilir, yani,

A=n{KcX:AcK Kex }=nkK

Keky

dir.

Teorem 2.30 (X,7) bir topolojik uzay, A = X ve A, A nin kapanisi olsun.
Bu durumda asagidaki 6zellikler vardir:

i) A kiimesi kapalidur,

ii) A c A dr,

ii1) A kiimesi A y1 kapsayan en kiiciik kapal1 kiimedir , yani A y1 kapsayan
her Kex kapali kiimesi i¢gin A = A < K dur.

iv) A kiimesinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart A=A olmasidir,

VVAcB=AcCB,vi)A=A



Ispat:
i) A kiimesi kapali kiimelerin arakesiti oldugundan teorem 2.9 (k3)
ozelliginden A kapalidir.

ii) A A olmasi tamim 2.29 dan agiktir.

ii1) A kiimesi (i) den kapali ve (ii) den A y1 kapsar. O halde Aex, dir.
Kabul edelim ki A y1 kapsayan A dan daha kiigiik kapali K’ olsun. Yani
Ac K'c A dir. Diger taraftan A, A y1 kapsayan biitiin kapalilarin arakesitine esit
oldugundan Ac K’ dir. O halde A = K’ dir , yani A, A y1 kapsayan en kiiciik
kapali kiimedir.

iv) A kapali olsun. A < A oldugundan Aexa dir. Tanim 2.29 dan
A c A dir. (i1) den A < A dir. O halde A = A dir.

Tersine olarak A=A olsun. (i) den A kapali oldugundan A kapalidir.

v) A,.B c X ve A < B olsun. (i1) de B < Bdir. O halde A cgdir. B (1) dan
kapalidir. (iii) den A y1 kapsayan en kiicik kiime A oldugundan
AcAcs=>AcBdr.

vi) A=A ?

B=A alalim. A kapali oldugundan B kapali (iv)Jden B=8=a = A=x olur.



Teorem 2.31 (X,7) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Bu durumda A nin
kapanisi, A nin X topolojik uzayindaki degme noktalarinin kiimesine esittir, yani

A= {xeX : x, A nin degme noktas1}
dur.

Ispat: x ¢ A ise, gosterelim ki x, A nin degme noktas: degildir. xg A=

xe A" dir. Ayrica ANA° =0 ve Ac A olmasindan AN A° =0 dir. A kapali, acik
—C

A° ve xe A" olmasindan A eN(x) dir. ANA° =0 olmasindan x, A nin bir
degme noktasi degildir. O halde

A o {xeX:x A nin degme noktas1 }. (1)

Tersine olarak x, A nin bir degme noktasi degil ise, gosterelim ki xgA dur.
X, A nin bir degme noktasi degilse 3 UeN(x) acik komsulugu var > UnA= O
dir. AnU =0 =>AcU*® xeU oldugundan x¢U*® dir. U ,A y1 kapsayan kapal1 bir
kiime oldugundan U¢e «, dir. O halde xgA dir. Béylece

{xeX: X, Anindegme noktas1 } DA (2)

dir. (1)ve (2) den

A ={xeX :x, A nin degme noktasi}
bulunur.



Teorem 2.32 (X, t) bir topolojik uzay ve A — X olsun. Bu durumda
A=AUA’.

Ispat: Ilk olarak AUA’ — A oldugunu gosterelim. Teorem 2.31 den A nin
degme noktalarimin kiimesi A esittir. Diger taraftan A nin her yigilma noktasi
aym zamanda degme noktas1 oldugundan A'c A dir. O halde

A'c Ave Ac A =>AUA'C A (1)
dur.

Simdi A — AUA' oldugunu gosterelim. ¥xeA i¢cin X, A nmin degme
noktas1 (teorem2.31) oldugundan Vv NeN(x) icin NNA = @ dir. Burada 1iki
durum vardar:

a) Eger

xeNNA =xeA =xeAUA’' = A c AuA’ (2)
dur.

b) Eger xg NnA —xeN ve xg A dir. Bu durumda
(NVxPDNA=(NNANX)NA=NNA\D =200

dir. O halde xe A’ dir. Boylece
A cAUA' (2"

dir. (1) ve (2-2") den
A=AUA’
bulunur.



Sonug¢ 2.33 (X,7) topolojik uzaymin her AcX altkiimesi i¢in

xe A<V NeN(x) icin NNA 0.

Simdi teorem 2.30 u kullanarak teorem 2.24 ii yeniden ifade ve ispat
edelim.

Teorem 2.34 (X,1) bir topolojik uzay ve A — X olsun. A nin kapah
olmasi i¢cin gerek ve yeter sart A nmin biitiin yigilma noktalarmin kiimesini
kapsamasidir , yani

A kapalil o A" A.

Ispat: A kapali olsun. Bu durumda teorem 2.30 (iv) den A=A dur.
Teorem 2.32 den A=A=A A’ dir. O halde A’ — A bulunur.

Tersine olarak A'c A olsun. A kapalh m1? A'cA = AUA' c AUA=A =

AcA olur. Teorem 2.30 (ii) den A < A oldugu biliniyor. O halde A=A bulunur.
Yine teorem 2.30 (1v) den A kapalidir.
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