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Teorem 2.11 (X,t) bir topolojik uzay ve N(x), xeX noktasinin
komsuluklar ailesi olsun. Bu durumda N(x) komsuluk aksiyomlar: denilen
asagidaki ozellikler1 saglar:

N;) N(x) ailesine ait her kiime X noktasini icerir, yani YNe& N(X) i¢in
xeN.

N>) N(x) ailesine ait herhangi bir kiimenin her st kiimes1 de N(x) aittir,
yani NeN(x) ve N < M i1se, MeN(x) dir.

N3) N(x) ailesine ait sonlu sayidaki her elemanin ara kesiti de yine N(x)

aittir, yani N; N, ..., N, eN(x) 1¢1n, ﬁ Nie N(x) dir.

N4) Her NeN(x) i¢in U < N olacak sekilde 6yle bir Ue N(x) vardir ki her

yeU i1¢cin NeN(y) dir, yan1t N, x noktasina yeter1 kadar yakin noktalarin da
komsulugudur.



ispat: H
N;) VNeN(x)= 3 Ux et var 3 xeUyx cN (Tanim:2.10) = xeN. Ayrica
N=0O dir.

N2) NeN(x) herhangi bir kiime ve N < M olsun. Ne N(x) @3 Uy e 1 >
xeUyc N dir. N € M oldugundan xe Uy < M dir. O halde MeN(x) dir.

N3) N1 Na.,...,N; €N(x) olsun. Bu durumda
NieN(x) =3 U; etsxelUc N,
NoeN(x) =3 U etaxelU,a N,

......................................................

NyheN(x) =3 U, etsxelU,c N,

yazilir. 1=1,2,..,n 1¢in xeU,cN; oldugundan XEU=6 Uic_ﬁNFN olur.

Topolojinin (t,) 6zelliginden U= Ujet oldugundan N = N;eN(x) dir.



N4) YNeN(x) komsulugu icin xeUcN olacak sekilde U agik kiimesi

vardir. Tanim 2.10 dan U, x noktasinin acik bir komsulugudur. O halde UeN(x)
dir. Yine tanim 2.10 da N, U i¢indeki her noktanin komsulugu oldugu ifade

edilmisti. O halde VyeU i1¢in NeN(y) dir.

Ornek 2.12 =={0,X} ailesi X iizerinde kaba topoloji olsun. Her xeX
noktasinin komsuluklar ailes1 N(x) = {X} dir



Ornek 2.13 X={a,b,c.d,e} kiimesi iizerindeki topoloji
={0,X,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{a,b,e}}
olsun. Bu topolojiye gore
1) ¢ noktasinin komsuluklar ailesini,
11) ¢ noktasinin komsuluklar ailesini bulalim.

Coziim:

(1) e noktasini i¢inde bulunduran a¢ik komsuluklar X ve {a,b,e} dir.Ayrica
e noktasini iceren {a.b,e} acik Kiimesinin {ist kiimeleri ise, {a.b.c.e}.{a.b.d.e}ve
X dir. Diger taraftan e yi1 iceren X acik kiimesinin st kiimesi kendisidir. O halde
e nin komsuluklar ailesi

N(e)={{a,b,e},{a,b,c,e},{a,b.d,e}. X }.

(11) ¢ noktasini i¢cinde bulunduran ac¢ik komsuluklar X, {a,c,d}ve {a,b,c.d}
dir. Ayrica ¢ noktasini i¢ceren {a,c,d} acik kiimesinin {ist kiitmesi1 X ve {a,b,c.d}
nin disinda sadece {a,c.d.e} dir. O halde ¢ nin komsuluklar ailesi

N(c)={{a,c.d},{ab,c,d},{a,c,d,e}.X }.



Ornek 2.15 (X,P(X)) ayrik topolojik uzay ve xeX olsun.
E(x) =1x]

ailes1 X noktasinin komsuluklar tabamidir. Gercekten, YNeN(x) icin E < N
olacak sekildeki E in olusturdugu kiimeler ailesi E(x) olduguna gore

N={x}alinmas1 halinde E < {x}olacak sekilde bir tek E={x} kiimesi vardir. O
halde E(x)={x} dur.



Ornek 2.16 (X,d) bir metrik uzay ve xeX olsun. E(x)={B(x, 1): neINj

ailesi x in bir komsuluklar tabanidir. Gergekten her NeN(x) i¢cin N komsuluk
oldugundan 3U < X a¢i1g1 var 3 xeU < N dir. U, (X,d) metrik uzayinda agik

olmasindan 3 r > 0 sayis1 var 3 B(x,r) € U dir. 1 < r olacak sekilde neIN
secilebileceginden B(x, 1) < B(x,r) © Uc N olur. O halde E(x)={ B(x,1) : nIN

} X 1in komsuluklar tabanidir.

Benzer sekilde { B[x,1] : neIN } de x noktasmin bir komsuluklar

tabamidir. O halde x noktasinin komsuluklar tabam birden ¢ok olabilir.

Not: (X,1 ) topolojik uzay ve xeX olsun. x noktasimi i¢ceren biitiin aciklar
ailesi, X noktasinin bir komsuluklar tabanidir, yani
Ux)={Uc=X:Uet vexelU }
ailesi x in komsuluklar tabanidir. Ustelik U(x) < E(x) dr.



Teorem 2.17 (X,t ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kiimesi aciktir
<VxeA i¢in AN,eN(x) var 3 xeN,c A dir.

Ispat: A acik olsun. ¥xeA i¢in A=N,eN(x) alabiliriz. O halde xe AcA
dir. Simdi VxeA icin INyeN(x) > Nx <A olsun. Ny komsuluk oldugundan
JUxet var 3 Uy < Ny dir. VxeA i¢in xeUyx < Ny < A oldugundan U {Uy : X€A,
U, © Ny < A}=A dir. (t3) 6zelliginden A agiktir.

Tammm 2.18 (X,t ) bir topolojik uzay ve A < X ve xeX olsun. x
noktasinin her komsulugunda A nin en az bir elemam varsa, X noktasina A nin
bir degme noktasi denir, yani

(xeX , A nin degme noktasi.) < YNeN(x)i¢cin N NAz0.

Bu tanima gore A nin biitiin elemanlar1 A nin degme noktasidir.



Ornek 2.19 d metrigi R min alisilmis metrigi ve A=[0,1)cR olsun. ¥xeA
ve Vr>0 1i¢cin B(x,r)NA=0 dir. O halde A nin her noktasi degme noktasidir.
l¢A olmasma ragmen V r>0 icin B(l,r)={x: d(x,1)< r }= (1-r, 1+r) acgik
komsulugu ile A nin kesisimi bostan farkhidir, yani

B(l,)nA=0
dir. O halde 1 de A nin bir degme noktasidir.



Teorem 2.20 (X, ) bir topolojik uzay, A < X ve xe X olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir:

1) X noktas1 A nin degme noktasidir,
11) VEeE(x) icin ENA # 9,
1) VUeU(x) icin UNA = Q.

ispat:

1) =>11) VE€E(x) i¢cin EeN(x) ve (1) den ENA # O

11) =11) YUeU(X) i¢in UeE(x) ve (11) den UNA = Q.

11) =1) VNeN(x) x in bir komsulugu olmasi ve tanim 2.10 dan 3Uet var

dxeU < N dir. O halde UnA < AnNN ve UnA #0 oldugundan ANN=Y dur.
Boylece x, A nin bir degme noktasidir.



Tamm 2.21 (X,t) bir topolojik uzay, A < X ve xeX olsun. x noktasinin
her komsulugunda A nin X den farkli noktalar1 varsa, X noktasina A nin bir
yigilma (limit) noktasi denir. A min biitiin yig1lma noktalarinin kiimesine A dan

tiiretilen kiime denir ve A’ ile gosterilir. Boylece
XxeA' & VNeN(x) i¢cin (N\{x})NA=0.

A nin her yi1gilma noktas1 A nin bir degme noktasidir. Fakat her degme
noktas1 bir y1g1lma noktas1 degildir (Ornek 2.23).

Tamm 2.22.(X,t ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kiimesine ait
herhangi bir x noktas1 A min yi1gilma noktasi degilse; yani xe A ve xgA' i1se ;X e
A kiimesinin ayrik (izole) noktasi denir.



Ornek 2.23 R alisilmis d metrigi ile donatilmus, A={l:ne IN jc R ve

B=[0,1)u{6} < R olsun. Bu durumda A nin yigilma noktalarini, B nin de

ayrilmis noktasin1 bulalim. Ornek 1.6 dan bilindigi gibi R de bir x,eR
noktasinin alisilmis d metrigine gore r-komsulugu

B(x0,r) ={xeR: d(X,Xo) =[X-Xo| < r}= (Xo-T , X0+T)

acik araligi olarak tanimlanmisti. O halde ¥n € IN i¢in ! €R noktasiin her

NeN(1) komsulugu N=(L-r, L+ r ) acgik aralig1 olarak alinabilir. Boylece
N\{:HNA =D

olur. Bu demektir ki A nin hi¢gbir eleman1 yigilma noktas1 degildir. Gergekten,
VNeN(0) (ya da V r >0 ) igin (N\{0})nA=0O (ya da (-r,r))\{0})NAzO
oldugundan A'={0} dir. Diger taraftan 6B noktas1 B nin yigilma noktasi

olmayip, bir ayrilmis noktasidir. Gergekten; 0< r <1 olmak tzere N=((6-r
,6+r)\{6})NB=0 ve NNB={6}.
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