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II. BOLUM
TOPOLOJIK UZAYLAR
Topoloji Ve Topolojik Uzay Kavramm

Bu béliime "Topoloji nedir"? diye bir soru ile baglamanin uygun olacagina inanmaktayim. Ciinkii énce ne ile
ugrasilacagi hakkinda genel bilgiye sahip olunursa, diger 6zellikler bu genel bilgi dogrultusunda daha bir anlam kazanir. Bu
nedenle topolojinin genel kavramlar: hakkinda yeri geldikce kisa tarihi bilgiler verilecektir. Bu bilgilerle 6grencinin ilgisini
¢ekmek ve arastirma yapmasina zemin hazirlamak amaglanmagtir.

Bu béliimde goriilecegi gibi once konularla ilgili temel kavramlar verilmekte, daha sonra bu kavramlar arasindaki
iligkilerin neler oldugu problem ve teoremlerle sunulmaktadir. Bunlarnn ¢dziimiinde veya ispatinda 6grenci kendisine neler
verildigi, kendisinden nelerin istendigini tespit ederek ise baslarsa, basar1 kaginilmazdir.

Uzaya ait biitiin 6zellikler ile homeomorfizm altinda degismeyen Ozellikleri arastiran bir matematik bilim dalina
topoloji denir. (Klein,1872)

Diger tanimlar da incelendiginde, topolojide birinci problem genel uzay tanimimi vermek, ikincisi ise, degisik yollarla
tamimlanan topolojik yapilar arasindaki bagintilar1 arastirmaktir. Yine goriilecektir ki dgrenciye soyut gelen topolojik
kavramlarin somut érneklerini birinci boliimdeki metrik uzaylarda bulmak miimkiindiir.



Temel Kavramlar

Tanmm 2.1. X bostan farkl bir kiime ve 1, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir altkiimesi olsun. Asagidaki 6zellikleri
saglayan 1 ailesine X lizerinde bir topoloji (veya topolojik yapi) denir:

t1) Q, Xert,

t2) T 'ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yine t ya aittir; yani A,Az,...,An€T igin n Aier,
=i

t3) T ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi yine 1 ya aittir; yani v{a,}_ c tigin u Ajet dir.

iel

7 nun elemanlarina X in a¢ik alt kiimeleri, (X,t ) ciftine topolojik uzay denir. X kiimesinin elemanlarina da (X,t )
veya kisaca X topolojik uzayinin noktalari denir.

Not: 1. Bourbaki (t2) ve (t3) 6zelliklerini saglayan X in alt kiimeler ailesi verildiginde, kiimelerle ilgili

uAi={aeX: Jieligin acA;}, oIAi={ aeX: Vieligin acA;}

iel
ozelliklerde I=@ almakla
UA1=®VC ﬁAi=X

ie@ ie
oldugunu gostermistir. Dolayisiyla bazi kaynaklarda topoloji aksiyomlar: olarak sadece (t2) ve (t3) verilmektedir.



Not 2: (X,d ) metrik uzayinda tanimlanan agiklar ailesinin Teorem 1.10 daki zellikleri saglamakla aslinda topoloji
dzellikleri olan (t1),(t2) ve (t3) i sagladigina dikkat edilmelidir. Dolayisiyla X iizerindeki d metrigi tarafindan olusturulan 14
topolojisine metrik topoloji denir. Ornegin R reel sayilar kiimesi iizerinde R min alisilmig d metriginin

Ta={ACR:A= [i(ax,bx), x€e(ay bx ) ve ay by eR }

bu alisilmis topolojisini olusturdugu teorem 2.63 de gosterilecektir. Boylece (R, 14 ) ahisilmig topolojik uzay olarak yeri
geldikge kullanmlacaktir,

Not 3: A¢ik kiimelerin keyfi kesisiminin agik olmasi1 gerekmez. (Sonuglarl.11(b))

Metrik uzaylarda oldugu gibi, bir X kiimesi tek elamanh degilse, lizerinde birden fazla topoloji tanimlanabilir.



Tamim 2.2 1; ve 1, X kiimesi iizerinde iki topoloji olsun. Eger 1; in her eleman1 1,'nin elemam ise, yani 1:C1, ise, Ty
topolojisi 7, den daha kaba veya 1, topolojisi 7; den daha ince yapiya sahiptir denir.

Eger 1) C 1o ve T1#£T» i8e, T; topolojisi 1, den kesinlikle daha kaba yapiya sahiptir denir.
Sonu¢ 2.3 X kiimesi {izerindeki biitlin topolojiler ailesi {;}ie1 olsun. Kolayca gosterilebilir ki {;}ie1 topolojiler ailesi

iizerinde tanimlanan "c" (daha kaba veya daha ince) olma bagintisi, bir kismi siralama bagmtisidir. "c" bagntis1 tam
siralama bagintis1 degildir.



Ornek 24 X ={ab}ve 1;1={@,X,{a}}, 1={@,X,{b}} olsun. 1; ve 1, aileleri X iizerinde iki topolojidir. Fakat T, 1, ve

T2 T1 olduklarindan 11, T2ile"" bagintisina gore karsilagtirilamaz.

Ornek 2.5 Eleman sayis1 birden fazla olan bir X kiimesinin kuvvet kiimesi P(X) olsun. P(X) ailesi (t,), (t2) ve (ts)
ozelliklerini sagladigr agiktir, Gergekten, (t;) P(X) in tanimindan agik, (t) ise P(X)'e ait her sonlu sayidaki alt kiimelerin ara
kesiti ya bostur veya X in bir alt kiimesi olmasindan agiktir. Benzer sekilde (t3) iin sagladifi da agiktir. O halde P(X), X
kiimesi {izerinde bir topolojidir. Bu topolojiye ayrik (diskret) topoloji, (X,P(X)) uzayina da ayrik (diskret) topolojik uzay
denir. Ayrica P(X) topolojisi X iizerindeki topolojik yapilarin en ince yapihsidir.

(X,P(X)) ayrik uzayinda X in her altkiimesi agiktir. Ayrica X iizerinde tanimlanan ayrik metrikle olusturulan topoloji
ile, P(X) topolojisi aynidir, yani P(X) = 14 dur.

(X,1) topolojik uzaymnin 1 topolojisi, X iizerindeki herhangi bir d metrigi ile olusturulan 14 topoloji ile ayni ise, (X,1)
topolojik uzayina metriklegebilir uzay denir. Not 2 den her metrik uzay, bir topolojik uzaydir. Ancak bunun tersi genelde
dogru degildir.



Ornek 2.6 X herhangi bir kiime ve 1={@,X} olsun. 7 ailesi X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X iizerindeki
kaba (indiskret= ayrik olmayan) topoloji denir. X iizerinde 1 topolojisine esit olacak sekilde bir 14 topolojisi yoktur. Ayrica
T topolojisi X lizerindeki topolojilerin en kaba yapih topolojisidir.

Ornek 2.7 X={a,b} ve 1={@,X,{b}} olsun. Kolayca gosterilir ki 1, X iizerinde bir topolojidir. Bu (X,7 ) uzay
iizerinde bir d metrifinin tanimlandifim varsayalim, r =d(a,b) diyelim. Bu durumda Bg(a,r)={a} dir. O halde {a}cX
altklimesi d-agik olmasma ragmen {a} ¢t dir. O halde 7 topolojisi bir metrik tarafindan olusturulmus degildir.



Tanmm 2.8 (X,1) bir topolojik uzay olsun. X ¢ gore tiimleyeni acik olan kiimeye, T topolojisine gore kapah kiime
denir, yani

Kc X kapali ©K°= X\Ket acik.
T topolojisine gore X in biitiin kapilar ailesini

k ={KcX : Kkapali << K° et .}
ile gosterelim.

Not: X in kapali veya ac¢ik olmayan alt kiimeleri de vardir. Ancak biitiin topolojilerde @ ve X hem agik hem de kapali
kiimelerdir.



Teorem 2.9. (X,7) bir topolojik uzaymin k kapalilar ailesi asagidaki 6zellikleri saglar:
ki) X,9e€x,

k) ¥ nin her sonlu sayidaki elemanlarinin birlegimi yine x ya aittir , yani K;,Ko,...,K,ex i¢in C} K; ex,

i=1

k3) ¥ nin keyfi sayidaki elemanlarinin arakesiti yine k ya aittir, yani {Kj}ieiC k¥ igin N Kiexk.

Tamm 2.10 (X,7) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kiimesini kapsayan bir U agik kiimesinin her N iist kiimesine,
A kiimesinin komsulugu denir, yani



(N,AcX nin bir komsulugu )>(F Uc X agigivars Ac Uc N).

Eger A ={x} ise, bu durumda
(N, xe X noktasinin bir komsulugu ) < (3 U c X agig1 var 5xe Uc N).

x noktasimni igeren U agik altkiimesine de x in agik komgulugu denir. Ayrica N sadece x in komsulugu degil, U i¢indeki her
noktanin da komsulugudur. Goriildiigii gibi N komsuluklar1 metrik uzaylardaki r- komsuluklarinin bir genellestirilmesidir
(Tanim 1.5).

Her hangi bir x e X noktasinin biitiin komsuluklar ailesini N(x) ile gosterelim , yani

N(x)={NeP(X) : N, x in komsulugu }.
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