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Tamm 1.9 (X,d) bir metrik uzay ve K c X olsun. Eger K nin tiimleyeni agik ise, K ya X de kapahdir denir. Yani, K
kapal < X\K=K°* agik.

Teorem 1.10 (X,d) bir metrik uzay ve fl ={A;}ie; X in agiklar ailesi olsun. Bu durumda {A;}ic1 aciklar ailesi
asagidaki sartlan saglar:

a) @ ve X agik kiimelerdir,
b) Sonlu sayidaki herhangi agik kiimelerin arakesiti agik bir kiimedir,
c¢) Keyfi sayidaki agik kiimelerin birlesimi agik bir kiimedir.

Sonuclar 1.11

a) X=R, xeR ve d, R nin ahsilmis metrigi olsun. Ornek 1.6 dan x in B(x,r) agik yuvar (x-r,x+r) acik aralif
oldugundan R nin (a,b) seklindeki her agik araligi R de agik bir kiimedir. Bdylece R de ayrik acik araliklarin sayilabilir her
birlesimi acik bir kiimedir. Bunun terside dogrudur. Yani, R deki her agik kilme ayrik agik araliklarin sayilabilir bir
birlesimidir. Gergekten A — R agik bir kiime ve x, yeA olsun. x~y <> 3(a, b)acik aralig1 var > {x,y}c (a,b) — A seklindeki
bagint1 A da bir denklik bagintisidir. Béylece denklik siniflar1 ayrik agik araliklar olup, birlesimleri A kiimesini verir dyle ki
her birisi farkl rasyonel sayi i¢erdiginden sayilabilirdir.

b) Sonsuz ¢oklukta agiklarnn arakesiti agik olmak zorunda degildir. Gergekten; R nin aligilmis metrigine gore, n = 1,
2, ... igin A, = (-1,1) agiklardir. Fakat A, = {0} R nin agik bir altkiimesi degildir. Ciinkii R de tek nokta kiimeleri
n=1

n’n

kapalidir. Gergekten, {0} °= (-0,0)U(0,0) dur.



¢) (X,d) ayrik metrik uzay ve O<r <1 olsun. Bu durumda her xeX noktasinin B(x,1) a¢ik komsulugu {x} tek nokta
kiimesine esittir. Boylece X in her bir tek nokta altkiimesi agik oldugundan bu tek nokta kiimelerinin birlesimi olan X in her
hangi altkiimesi de agiktir. Eger r> 1 ise B(x,r) = X dir. Ayrica r>1 ise B[x,r] = X, <1 ise B[x,r]= {x} ve r#1, reR" ise
Sx,n=J ver=1ise S(x,r)=X\{x} olur.

Teorem 1.12 (X,d) ve (Y,d’) metrik uzaylar, xoeX ve f:X—Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda f nin xq da stirekli
olmasi igin gerek ve yeter sart Y de f{Xo) 1igeren her bir V acig i¢in, f{U) — V olacak sekilde X de x 1 igeren bir U agiginin
var olmasidir.

Ispat: f, x da siirekli, f(xg)eV ve V, Y de agik olsun. Tamim 1.7 den B4 (f(Xo),€))cV olacak sekilde f(xq) in &-
komsulugu vardir. f siirekli oldugundan x¢ in Ba(X0,8) komsulugu var dyle ki f{Bq (%0,8)) < Ba(f(x0),€). dir. U= Byq (Xo, d)
aliirsa f{U)cV olur.

Tersine olarak, her bir f(xg)eVcY agig1 igin xeUc X agig1 var dyle ki f{U)cV olsun. Verilen her € >0 igin
B4 (f(x0),e)=V alahm. f{U)c V olacak sekilde x i igeren U agig1 vardi.xoeU ve U agik oldugundan (tanim 1.7) Ba(x0,8) c U
olacak sekilde x in Bg(x¢,8) komsulugu vardir. Bu durumda f{Ba(x0,0)) < Ba(f(x0),€). olur. Boylece f, xo noktasinda
stireklidir.

Uzaklik fonksiyonun karsimiza ¢ikardig teorem 1.10 daki ozellikleri saglayan agiklar ailesinin oldugu her uzayda
artik fonksiyonlarin siirekliliginden s6z edilebilir. Ayrica bundan sonraki boéliimde verilecek olan topolojik uzay kavraminda
Teorem 1.10 daki agiklarin temel 6zellikleri kullanilacaktar.



Teorem 1.13 (X,d) bir metrik uzay ve A — X olsun. Bu durumda d metriginin A ya kisitlamasi olan
d*=d| A:AxA—R fonksiyonu A iizerinde bir metriktir.

Ispat: Ispat agiktir. Gergekten, VX,y,z€A igin x,y,zeX oldugundan d*=d| A fonksiyonunun (m;), (my), (m3) ve (my)
sartlarim sagladig hemen goriiliir.

Tanmm 1.14 (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Teorem 1.13 ile elde edilen (A,d*) metrik uzayma (X,d) uzaynin
bir alt uzayi denir.

Tanmm 1.15 (X,d) bir metrik uzay ve A ile B, X in bos olmayan iki altkiimesi olsun.
d(A,B) = inf{d(x, y):x€A, yeB}
sayisina A ile B kiimeleri arasindaki uzakhk denir. Yani A ile B nin noktalan arasindaki uzakliklarin olusturdugu kiimenin
en biiyiik alt simin1 (ebas) olarak tanimlanir. Eger, 6zel olarak A=0 veya B=0 ise, d(J, B) = « veya d(A, &) = « olarak
kabul edilir.



Eger A={x} ise,
d(x,B) = inf{d (x,y): yeB }

sayisma X noktasinin B kiimesine uzakhg@ denir. Yani
d(x,B) = ebas{d(x, y): yeB }.

A kiimesinin noktalar1 arasindaki uzakliklarin olusturdugu kiimenin en kiigiik iist simirina (ekiis) A nin ¢api denir ve

d(A)=sup{d(x, y): x,yeA}
scklinde yazilr.

Cap1 sonlu (d(A) < «) olan kiimelere simirh kiimeler, ¢ap1 sonsuz (d(A)=) olan kiimelere simirsiz kiimeler denir.

Eger A kiimesi sonlu ise, A nin ¢ap1 d(A)=max{d(x,y):x,ye A} olacagindan A smirhdir. Ayrica A c B(X,r) olacak sekilde
xeX ve bir r > ( sayis1 varsa, A ya siirh kiilme denir. Bir bagka deyimle 3xeX ve 3 r > 0 var 3 VaeA igin d(x,a) <rise, A

X smirhdir.



Ornekler 1.16
a) (X,d) ayrik metrik uzay ve A ile B bos olmayan X in iki altkiimesi olsun. Bu durumda

1, ANB=Q
d(A’B)_{o , ANB=Q

dir.

iki kiimenin arasindaki uzaklik sifir ise, bu kiimelerin arakesitlerinin bostan farkli olmas1 gerekmez. Gergekten, d, R
nin alisilmis metrigi olmak lizere

A={1:n2>1,neN}, B={-1:n>1,neN}

R nin iki altkiimesi olsun. Bu durumda

d(A,B) = inf{d(x,y): x€A, yeB} = inf{d(Z, -1)=| L -(-1)| } = inf{ 2 }=0

dir. Fakat AnB=J duir.



b) (X,d) ayrik metrik uzay, A c X ve xeX olsun. Bu durumda

dex, Ay=( o %

dir. Ancak xeA iken d(x,A) = 0 olmasina ragmen, d(x,A) = 0 olmas1 x in A ya ait olmasim gerektirmez. Gerg¢ekten; (R, d)
aligilmis metrik uzayinda
A=(1,3]cRigind(1, A)=0 dir.

¢) d, R? min ahsilmig metrigi ve A={(x,y): x’+y*> =4} c R? olsun. Bu durumda d(A)= 4 dir. Ayrica dikdortgenin gapi
kosegeni, elipsin ¢ap biiyiik eksen uzunlugudur.

A={x} © d(A)=sup{d(x,x): xe {x}=A}=0 ve A=J= d(D) = - w0 olarak kabul edilir.

d) Her acik yuvar smirhdir. Gergekten, dxpeX ve dr > 0 i¢in
B(xo,r) C B (Xo,r) dir.



Tanim 1.17 X kiimesi {izerinde d, d’ ve d” li¢ metrik ve A >0, y >0 reel sayilar olsun. Eger Vx,yeX igin

Ad"(x,y) <d'(x,y) <y d(x, y)
bagintis1 varsa, bu metriklere denk metrikler denir.

Tammm 1.18 Xz kiimesi iizerinde d ve d’ metrikleri verilmis olsun. X deki d-agik kiimeleri d’-agik ve d’-agik
kiimeleri de d-agik ise, d ve d’ metriklerine denk (yada esdeger) metrikler denir.

Ornek 1.19 R?iizerinde x = (X1,X2), ¥ = (y1,¥2)€R? olmak iizere,
d(X,y)=yx; ~y1)? +(x, -¥2)%
di(x,y)=x1-y1 | +| x2-ya|,
dz(X,Y)=maX{ |X1Y1 | ’ ’ X:z-y:z| }

metriklerine gére di(x,y) < d(x,y) < dx(x,y) oldugu, (0,0)eR? noktasinin r=1 olmasi1 halinde, sekil 1.3 den agiktir. Genel
olarak da;

B,xr)cB, (x,1)cB, (xr)dir.
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Tanmm 1.20 (X,d) ve (Y,d’) iki metrik uzay olsun.Vx,yeX i¢in X den Y ye d'(f(x),f(y))=d(x,y) olacak sckilde bire-bir
f fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna bir izometri denir. Yani izometri uzaklig1 koruyan bire-bir bir fonksiyondur.

Eger f izometrisi lizerine ise, X ve Y metrik uzaylarina izometriktir denir. Ayrica, kolayca gosterilebilir ki; metrik
uzaylar ailesinde izometrik olma bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ornek 1.21 d ve d’, R ve R? nin sirasiyla alisilmis metrikleri ve f:(R,d)—>(R%d’) fonksiyonu VxeR igin f(x) = (x,0)
scklinde tanimlanmis olsun. Bu durumda f fonksiyonu hem bire-bir ve hem de d'(f(x),f(y))=d(x,y) oldugundan f bir
izometridir. Ancak R, R? ye izometrik degildir. Yine X#J ve Y2 kiimeleri iizerinde sirasiyla,

1

0, x=x P 0, y=Yy
ve d(y,y’)=
{1, o ¥y’ {2, i

d(x,x’) =
ayrik metrikleri verilmis olsun. Bu durumda (X,d) ve (Y,d’ ) metrik uzaylar izometrik degildir. Ciinkii bu uzaylar arasinda

uzaklig1 koruyan bir fonksiyon yoktur. Fakat bu metrikler denktir.

Tanmm 1.22 (X,d) bir metrik uzay ve N dogal sayilar kiimesi olsun. VneN igin f(n) = x,eX olmak iizere f : N>X
scklindeki her fonksiyona X metrik uzayinda bir dizi denir ve (X,),en VEya kisaca (X,) ile gosterilir.

Tanmm 1.23 (X,d) bir metrik uzay, (x,) X de bir dizi xoeX olsun. Her r >0 sayisina kargilik n > ng iken d(x,,Xg) < r
olacak sekilde r ye bagh bir npeN sayis1 varsa, (X») dizisi X a yakinsiyor denir ve X,—>Xo veya lim x5 =xo seklinde yazilir,

Bu durumda,



Jim xp =xo <> Vr>0 igin dng(r)eN 3 Vn 2 nyp = d(Xp,Xp) <T,

<> VB(xp,r) igin 3 ng(r)eN 3 Vn 2> ng = x,eB(Xp,1).

Bu tanimda anlasilan, verilen dizinin ng ci teriminden sonraki dizinin biitiin elemanlan x¢ in r-komsulugu icinde
kalyor iken, dizinin sonlu sayidaki terimi x¢ in r-komsulugu disinda kalir.

Ornek 1.24 Ornekler 1.3 de ki (a), (c) ve (d) de tanimlanan R? deki d, d; ve d; metrikler olsun. Ayrica R? de bir dizi

(xn)=(1,1) seklinde tanimlanmis olsun. Bu (X,) dizisi d, d; ve dz metriklerine gore (1, 0) noktasina yakinsar. Gergekten,
d(xs, (1,0)) = di(xn, (1,0)) = d2(xy, (1,0)) =1, neN

olup, verilen her r >0 sayis1 i¢in ng1 1 dan biiyiik bir tamsay: olarak alirsak, Vn > ng oldugunda d(x,,(1,0)) = 1 <i<e olur.
Bu da (x,) dizisinin (1,0) noktasina yakinsadigim gosterir.

Eger r yi 0<r<1 araliginda alir ve R? deki ayrik metrigi de d* ile gosterirsek, Ba+((1,0),r) komsulugu sadece (1,0)
noktasini igerir. Dolayisiyla (Xx,) dizisinin biitiin elemanlar1 bu komsulugun diginda kalir. Yani dizi ayrik metrige gore
yakinsak degildir.

Tammm 1.17 X kiimesi iizerinde d ve d' iki metrik olsun. Eger

d(Xn,X0)—0 < d'(Xn,X0)—0



sart1 saglanir ise d ve d' metriklerine denk metrikler denir. Omegin; X kiimesi {izerinde d bir metrik olsun. Vx,yeX igin

dEa7) = d(x,y)

PTIT seklinde tammlanan d' metrigi X iizerinde d ye denk (yada esdeger) bir metriktir. Gergekten, eger
XYy

dix,y) —0 dir. Tersine, d(x,y)= d'(f’y)
1+d(x,y) 1-d'(x,y)

d(xp,X0)—0 dir. O halde, d ve d’ metrikleri denk metriklerdir.

d(xp,X0)—0 ise d'(x,y)= oldugu aciktir, Bdylece d'(xn,X0)—0 oldugundan
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