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METRIK UZAYLAR

1.1 Metrik Uzay Kavram

Metrik veya metrik uzay kavrami, klasik analizden modern analize ge¢is saglayan ¢ok dnemli bir kopriidiir. Oyle ki
reel ve kompleks teorilerde bilinen bir ¢ok dnemli 6zelliklerin herhangi bir uzayda nasil yapilacagini bize gosterir. Ayrica
topolojide soyut olan bir takim kavramlar, metrik uzaylarda daha somut kavramlarla a¢iklama imkanini saglar. Bu nedenle
metrik ve metrik uzay kavramini tanimlayarak, metrik uzaylara ait baz1 6nemli 6zellikleri vermek yerinde olacaktir.

Tanmmm 1.2 Bos olmayan bir X kiimesi ve XxX den R nin i¢ine tanimlanan bir d fonksiyonu asagidaki sartlar
sagliyorsa, d ye X lizerinde bir metrik, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir:
V X,y,ze X i¢in,

m; ) d(x,y) =0

m; ) dx,y) =0 < x=y

m;) d(x,y) = d(y.x)

my ) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z).



d fonksiyonu m; m; ve my aksiyomlar: ile birlikte (my*) x=y = d(x,y) =0 sartim1 sagliyorsa d ye metrikimsi
(pseodometric), (X,d) ikilisine de metrikimsi uzay denir. Metrik uzaylar icin verilecek bir ¢ok sonu¢ metrikimsi uzaylar
i¢inde dogrudur.

Metrik aksiyomlar1 birbirinden bagimsiz degildir . Soyle ki; (m4) aksiyomuna 6nce (m;), sonrada (m3) i uygularsak
(m;) aksiyomu elde edilir.
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) = 0=d(x,x) < d(x,y)+d(y,x)=2d(x,y)= d(x,y) = 0.

Eger X kiimesi iizerinde tanimlanan d metriginin bir baskasiyla karisma durumu yoksa, (X,d) metrik uzay1 kisaca X
metrik uzay1 olarak ifade edilir.



Ornekler 1.3
a) R reel sayilar kiimesi olsun. R iizerinde her x, yeR icin d:RxR—R, d(x,y)=|x-y| seklinde tamimlanan d
fonksiyonunun metrik sartlarin1 sagladigi agiktir. Bu metrige reel sayilarin (reel dogrunun) mutlak deger veya ahsilmis

metrigi denir.

b) R nin kendisiyle kartezyen carpimi olan RxR=R? iizerinde, yani diizlemde

V x=(X1,X2), Y= (y1,y2)€R? i¢in d(x, y) = \/(y, -x,)*+(y, —x,)* seklinde tanimlanan d fonksiyonuna R? nin alisilmis metrigi
veya Oklid metrigi denir.
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Benzer sekilde R"=Rx...xR olmak iizere, her x=(xi, X2, ..., Xn), Y=(Y1, Y2, ..., Yn)€R" i¢in d(x, y)= (Zn:(xi -y.)?)

seklinde tanimlanan d fonksiyonu da R" nin alisilmis metrigidir.



¢) Caddeleri birbirine dik ve paralel olan, diizenli bir plana sahip bir sehrin farkli iki noktasinda bulunan bir kusla bir I
insan , bu noktalardan birinden digerine gitmek i¢in kus oklid metrigini kullanirken , taksi ile gitmek isteyen insan 6klid
metriginden bagka bir metrik kullanmak zorundadir (sekil 1.1).
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Taksinin A dan C ye gitmesi i¢in |AB|+|BC| yolunu veya |AD|+|DC| yolunu izlemesi gerekir. Bu durumda
taksinin alacagi yol uzaklik fonksiyonu cinsinden yazacak olursak
di(x, y) =|}’1-X1 | + | }’2-X2|
seklinde olur. Kolayca gosterilebilir ki d; fonksiyonu metrik sartlarini saglar. Bu metrige R* de taksi-kab (taxi-cab) metrigi
denir. R* de tanimlanan bu metrik R" de sdyle tanimlanir:

v R (Xl’ X29 ---’Xn)’ y = (Yl, }’2, "'ayn)ERn lgln dl(x, y) =Z|Xi _yil *
i=l



d) R? de bir baska uzaklik fonksiyonu V x = (x1,X2), y =(y1,y2) €R*i¢in
d?-(x’Y): max{ |X1 - YIHXz - Y2|}

seklinde tanimlanabilir. Gosterilebilir ki d, fonksiyonu metrik sartlarmi saglar. R* de tanimlanan bu d, metrigi R"de V x =
(X1,X2, +eesXn), ¥ = (Y1,¥2, ...,Yn) ER" 1¢In
da(x,y) = max {|x;-y;|:1 <i<n}
seklinde tanimlanabilir. d, fonksiyonu metrik sartlarini saglar. Ger¢ekten,
m;) da(x,y) > 0 dir. Ciinkii i=1, 2, ..., n i¢in |xi-yi >0 max { ’xi —yi\:ISiSn} >0).

my) dy(X,y) = max{ |xi-yi’:] <isn}=0& |xi-yi| =0 a=12,..10)
<&xy=0 (1=1,2,..,n)
S Xi=Vi =1 L i)
S X=Y;



m3) da(X,y) = max{ | xi-yi| 11 L1 L1 p=max} | (-1)(yi-xi)| 1<1£n}
= max{ | (yi-xi)| :1 <1< n} =da(y, X).

my) da(X,y) = max{ | xi-yi| 1 £15n}=max{ |xi-zi+zi-yi| d<1£n}

< max{ |xi-zi|+|zi-yi| :1<i1<n}

< max{ |xi-zi| :1 <1< n}+max{ | zi-yi| :1<1<n}.
O halde d, fonksiyonu R" de bir metrik olup, bu metrige maksimum metrik denir.

Not: R" de tanimlanan d, d; ve d, metrikleri n=1 olmasi halinde esit, n >2 halinde farklidirlar. Gergekten x=(1,1), y=(
0,0 ) igin d(x,y) =2 , di(x,y) =2, da(x,y) = 1 dur.



e) X2 herhangi bir kiime ve d:XxX—R fonksiyonu

d(x,y)= {? o

y X#FY

olsun. Bu sekilde tanimlanan d fonksiyonu X tiizerinde bir metriktir. Ger¢ekten; Vx, yeX icin d(x,y) = 0 veya d(x,y) = 1
oldugundan d(x,y) > 0 dir. O halde (m,) saglanir. d(x,y)=0<x=y oldugundan (m;) nin saglandig1 agiktir. d(x,y)=d(y,x)
olmas1 d nin tanimindan agiktir. O halde, (m;3) saglanir.
x,y,ze X farkli noktalar ise, d(x,y) = 1, d(x,z) = 1 ve d(z,y) = | dir. O halde
dx,y) =1 <d(x,z)+d(z,y) =1+1 = 2.
X,y,z€ X noktalar esit 1se d(x,y) = d(x,z)+d(z,y) olur. Boylece (m4) sart1 saglanir.
Bu sekilde tanimlanan metrige ayrik (diskret) metrik denir.



f) X+ bir kiime ve Vx,yeX i¢in d(x,y) = 0 ise d, X iizerinde metrik olmay1p, bir metrikimsidir. Bu metrige asikar
metrikimsi denir.

Analizde, R den R ye tanimlanan bir reel degiskenli, reel degerli bir f fonksiyonun verilen bir xoeR noktasinda stirekli
olmasi sOyle tanimlanmaktadir:

f, Xo da siirekli < Ve > 0 i¢in 38(¢) > 0 > | x-Xo| <8= | f(x)-f(xo)| <g.

Burada R nm aligilmis metrigi kullanilmistir. Soyut metrik uzaylarda verilen bir fonksiyonun stirekliligi asagidaki gibi
tanimlanir:



Tanim 1.4 (X,d) ve (Y,d') metrik uzaylar, xoe X ve f:X—Y bir fonksiyon olsun. Verilen her € >0 sayisina karsilik

d(x,xp) < 0 oldugunda d'(f(x),f(xo)) < € olacak sekilde ¢ a bagl pozitif bir & sayis1 varsa, f fonksiyonuna x, noktasinda
sureklidir denir. Yani,

f, xoe X da siirekli & Ve >0 i¢in 36(¢) > 0 3 d(x, x0)< 0 = d'(f(x),f(x0))< €.

Eger f:X—Y fonksiyonu VxeX noktasinda siirekli ise,f fonksiyonuna X uzayinda siireklidir denir.



Tanmmm 1.5 (X,d) bir metrik uzay, xoe X ve r > 0 bir reel say1 olsun. Bu durumda
Ba(xo,r)={xeX: d(x,xo) <r }

kiimesine xo merkezli ve r yarigapl a¢ik yuvar(veya X in r-a¢ik komsulugu),
Ba(Xo,r)={xeX: d(X,Xg) <1 }
kiimesine, xo merkezli ve r yarigapli kapah yuvar ve
Sd(Xg, T) = {XxeX:d (X Xp) =7 }

kiimesine de x, merkezli ve r yarigapli yuvar yiizeyi denir. Eger d metriginin baskasiyla karisma durumu yoksa Bgy(xo,r)
yerine B(xo,r) alinir.

Ornek 1.6 X=R?, x,=(0,0)eR? ve r=1 olsun. d, d, ve d, R? nin sirasiyla



Ornek 1.6 X=R?, x,=(0,0)eR? ve r=1 olsun. d, d, ve d, R? nin sirastyla

alisilmus, taksi-kab ve maksimum metrikleri ise, bunlara kars1 gelen agik yuvarlarin sekilleri asagidaki gibidir:
Sekil 1.2

(-1.0)

0-1)

Ba(xXo,r) B, (Xo,1) Bg, (Xo,1)

Eger X=R, xoeR ve d de R nin alisilmis metrigi ise, bu durumda B(xo,r) a¢ik yuvar1 R de a¢ik aralik, B(xo,r) kapal
yuvari R de kapal1 aralik ve S(Xo,r) yuvar yiizeyi (veya kiire yiizeyi) ise, R de iki elamanli bir kiimedir. Gergekten;

B(x¢,r)={x€R: | x-x0| <r }={xXeR: X¢T < X < Xp+r}=(Xo-T, X+T)

B (X, 1)={x€R: | x-x0| <r }={xeR:x¢gr < X < Xp+r}=[X(-T, Xg+1],

S(xp, r)={xeR: | x-Xo| =1 }={X€R:X=X¢(-I, X=Xo+I }={X,o-T, Xo+I}.



Tanim 1.4' (X,d), (Y,d ) metrik uzaylar, f:X—Y bir fonksiyon ve xoeX olsun. Eger her bir & >0 sayis1 i¢in xeB(x,0)
oldugunda f(x)eB(f(xo),e) olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa, f fonksiyonuna xo da siireklidir denir. Yani,

f, xoe X da siirekli> Ve > 0 1¢in 36(g) > 0 3 f(By(x, 0)) < By(f(xq), €).

Metrik uzaylarda verilen bir fonksiyonun siirekliligini a¢ik kiimelerle tanimlamak i¢in, komsuluk kavrami ile ¢ok
yakin iligkisi olan agik kiime kavrami, asagidaki gibi tanimlanir:



Tanmm 1.7 (X, d) bir metrik uzay, A < X ve xeA olsun. Eger B(x, r) — A olacak sekilde pozitif bir r sayis1 varsa x e
A nin bir i¢ noktasi denir. Biitiin noktalar1 i¢ nokta olan bir kiimeye agik kiime denir. Yani,

X, A nin i¢ noktas1 < dB(x,r) a¢ik yuvari var 3 B(x, r) C A,
A agiktires VxeA igin dB(x,r) agik yuvari var 3 B(x, r) C A.

Teorem 1.8 (X,d) bir metrik uzay, xoe X ve r pozitif bir say1 olsun. Bu durumda B(x,r) agik yuvari agik bir kiimedir.

Ispat: x € B(Xo,r) keyfi bir nokta olsun. B(Xo,r) nin tanimindan
d(xo,x) < 1 dir. 0<p< r-d(xo,X) sartin1 saglayan p sayisini alalim. Bu durumda B(X,p) < B(xo,r) dir. Gergekten, Vye B(x,p)

i¢in Xo, X ve yeX oldugundan
d(Xo,y) < d(x0,x)+d(x,y) < d(Xo, X)+p <T

elde edilir. O halde yeB(xo,r) dir. Boylece B(x,p) < B(xo,r) dir. xe B(xo,r) noktas1 keyfi oldugundan VxeB(xo,r) i¢in 3 B(X,
p) var > B(x,p) < B(xo,r) olur. O halde B(xo,r) a¢ik bir kiimedir.
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