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6.2. INTEGRALLENEBILIR BAZI FONKSIYON SINIFLARI VE RIEMANN
INTEGRALININ OZELLIKLERI

Bu bolimde hangi fonksiyonlarin integrallenebilir oldugunu inceleyecegiz ve
Riemann integralinin bazi Ozelliklerini verecegiz. Daha Once [a,b] iizerinde
tanimli Riemann anlaminda integrallenebilen reel degerli biitiin fonksiyonlar
kiimesini R[a, b] ve [a,b] lizerinde sinirli reel degerli biitiin fonksiyonlar

kiimesini de B[a, b] ile gostermistik.

6.2.1.Teorem: [a,b] iizerinde Riemann anlaminda integrallenebilen her

fonksiyon bu aralik tizerinde simirhdir.

Ispat: Kabul edelim ki f,[a,b] iizerinde smirsiz olsun, (P,t),[a,b] nn
isaretlenmis herhangi bir parcalamisi ve R(f,P,t) = X}i_; f(tx)AX, olsun.




f,[a, b] iizerinde sinirsiz oldugundan, bu fonksiyon [xj_4, x)] araliklarindan en

az biri lizerinde simirsizdir. Bu aralik [xg _q,Xk,] olsun. O zaman Oyle bir

tk, = tky € [Xk,—1,Xk,] Noktasi vardir ki, her A > 0 sayis1 i¢in

- 1
PG> 1] ), s +41

olur. O halde, & = (ty,...,tx,—1,tkystry+1, --» tn)olmak fiizere [a,b] nin

isaretlenmis (P, t) parcalanisi icin




RCPDI= | D F(6x + f (b, ),
k=1

k#k

> | f(tr,)|Ax, — Z f(t)Ax [ > A
k=1

k=ko

olur. Buna gore, eger f,[a,b] tizerinde simirsiz ise herhangi A > 0 sayisi1 ve
[a,b]" nin herhangi bir P parcalanmasi i¢in Oyle bir & n-lisi bulunabilir ki,
|R(f,P,t)| > A olur. Bu da f fonksiyonunun [a, b] iizerinde integrallenemez

oldugunu gosterir.

Sonuc¢ : R[a, b] c Bla, b] dir.




Teorem 6.2.2 : f:[a,b] » R smrh bir fonksiyon ve P = {xg, X1, ..., X, }ise

[a, b] araliginin herhangi bir parcalanisi olsun. Bu durumda,
n
UCF,P) = ACF,P) = ) wie(F)Ax
k=1

dir. Burada wy (f) = sup{|f(x) — f(¥)|:x,y € [xx_1,xx]} olup f fonksiyonun

[x)_1, X; ] arahig1 tizerindeki salinimudr.

Ispat: Xc R YcRveZ={z=x—y:x €X,y €Y} kiimeleri icin supZ =
supX — infY oldugundan,

M (f) — my(f) = sup{f (x): x € [xp_1, x|} — inf{f ¥):y € [xp—1, x|}

= sup{f (x) — f(¥):x,¥ € [Xp—1, X ]}



= Sup{lf(x) - f(y)l. X,y € [xk—lek]}
yazilabilir. Buradan esitligin dogrulugu anlasilir.

Tanmm 6.2.3: X c R, f:X = R bir fonksiyon olsun. Eger Ve > 0 sayis1 ve

Vx4, X, € X noktalari i¢in

X1 —x2| <= |f(x1) — f(x)| < ¢

olacak sekilde yalnizca € na bagh bir § = §(¢) sayis1 varsa, f fonksiyonu X

tizerinde diizgiin siireklidir denir.

Teorem 6.2.4 (Diizgiin Siireklilik Uzerine Cantor Teoremi): R nin kompakt
(kapali ve smirli) alt kiimesi iizerinde siirekli her fonksiyon bu kiime iizerinde

diizgiin siireklidir.




Ispat: Kabul edelim ki kapali ve sl bir X ¢ R kiimesinde siirekli bir

f:X = R fonksiyonu X iizerinde diizgiin siirekli degildir. O halde, &5 > 0
oyleki Vn € N i¢in |x;, — x| <% oldugunda |f(x;) — f(x))| = &, olacak
sekilde x,,, x;, € X noktalar1 vardir. (x;,) dizisi simirli olduguna gore Weierstrass

teoremine gore yakinsak en az bir alt dizisi vardir. Bu limy_, o X5, = X olsun. X

kapali oldugundan dolay1 x, € X dir. Vk € N i¢in

1
rr r ! I I
|xnk —x0| < |xnk —xnk| + |xnk —x0| < _n + Xy, — Xo
k

dir. limy, 0 1 = +00 ve limy,_, o |x,’1k - x0| = 0 olduguna gore, son esitsizlikten

limk_,oo|x,’{k — x0| = 0 = limy_,, X5, =Xp bulunur. Yine f fonksiyonu x,

noktasinda siirekli oldugundan



lim f(xh,) = Jim £(xpf) = £ (xo)
olur. Buna gore,
lim |£(x7,) = lim £(x0,)| = £ (x) = f(x0)| = 0
bulunur. Bu ise Vk € N igin |f(x;lk) - f(x,’{k)l > g ile celisir. Buna gore, f,X
tizerinde diizgiin siireklidir.

Teorem 6.2.5: [a,b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralik {iizerinde

integrallenebilirdir, yani C[a, b] € R[a, b] dir.

Ispat: [a,b] arahiginda tamml, siirekli bir f fonksiyonu verilsin ve W

(0,b —a] » R*,w,(6)= sup ‘f(x)—f(y)‘ fonksiyonu f'nin siireklilik modiilii

|.r—)"<t§




olsun. Teorem 6.2.4 den dolayr f fonksiyonu [a,b] de diizgiin siirekli ve
lims_o+ we(6) = 0 oldugundan, Ve € R* icin 38, € Rivardir Gyleki her

0 <6 <égigin we(6) < ﬁ dir. 0 < § < 4, olmak iizere [a,b] araliginin

IP|| < & olacak sekilde bir P = {x,, x4, ..., X, } pargalanis1 verilsin. Bu durumda,

e Mk € Lxg—1, ;] igin [ty — 1| < & ise
|f(tx) — F)| < wie (f) = sup{lf(x) — fFO:x, ¥ € [xp—1, 2]} < wp(6)
yazilabilir. Buna gore, ||P|| < & olacak sekilde P € P pargalanisi i¢in

My, (f) — mp (f) = wie (f) < Wf(5) oldugundan]|




n

UCF,P) = AP = ) [M(f) — ()]

k=1
_ Z wie(F) Axy, < Z we(8) Axy = wr(8)(b— @) < &
k=1 k=1

elde edilir. Boylece, V € € R, icin 3 § > 0 dyleki, [a, b] nin [|P|| < § olacak
sekilde P € P parcalansi icin U(f, P) — A(f, P) < ¢ olur. Teorem 6.1.10’a gore
f € R[a, b] dir.

Teorem 6.2.6: [a, b] araliginda monoton (artan veya azalan) her fonksiyon bu

aralik iizerinde integrallenebilirdir.



Ispat: f:[a,b] > R fonksiyonu monoton azalan olsun. O halde f (a) —

f(b) >0 dir. Herhangi € € R, sayisi i¢in [a,b] arahigmn [|P|| <

olacak sekilde bir P = {x, x4, ..., X, } parcalanmasin1 goz 6niine alalim. Monoton
azalan f : [a, b] —» R fonksiyonu icin alt araliklarin her birinde m;, (f) = f(xy)
ve My (f) = f(xy—1) olacagindan,

Z wi (f)Axy = Z[Mk(f) my (f)]Axy = Z [f Cxre—1) — ()] Axy

< Il Z[f(xk—l) = fx)] = IPI(f(a) = f(b)) <&
k=1

bulunur. Riemann kosulu (Teorem 6.1.10) gerceklestiginden f € R[a, b] dir.

f (a) f(®)



Ispatsiz olarak verecegimiz asagidaki teorem bir fonksiyonun verilen bir

aralikta integrallenebilir olmasi i¢in bagka bir kosuldur.

Teorem 6.2.7: [a,b] araliginda smurh f:[a,b] = R foksiyonunun [a,b]
izerinde integrallenebilen olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin siireksizlik

noktalarindan olusan kiimenin sayilabilir olmasidir.
RIEMANN INTEGRALININ OZELLIKLERI
Teorem 6.2.8 : f,g € R|a, b] olsun. Bu durumda,
(a) f+9 € Rlab]

(b) Va € R icin af € R|a, b]

(c) If| € R[a,b]



(d) [c,d] < [a, b]ise flj.q) € R[c, d].
(e) fg € Rla,b].
(f) Vx € [a, b] icin |g(x)| = B > Oise i € R[a, b].

Ispat: (a) f,g € R[a,b] ve F=f+g olsun. Teorem 6.2.1den dolayi
F:[a,b] » R fonksiyonu [a, b] kapali aralig1 iizerinde simirhidir. F € R|a, b]
oldugunu gorelim. f,g € R[a, b] ise Ve > 0igin [a,b]’nin ||P|| < & olacak

sekilde her P = {x, x4, ..., X, } parcalanmasi i¢in

n n
£ £
Z wi (f)Ax), < S ve Z wi(g)Ax, < 2
k=1 k=1

olacak sekilde 36 > 0 vardir. Her k = 1, 2, ..., n i¢in



wi (F) = sup{|F (x) — F(Y)|: x,y € [xg—_1, %]} < wr(f) + wi(g)

oldugundan, [a, b] nin ||P|| < § olacak sekilde P parg¢alanmasi i¢in

n n n
E &
Z Wi (F)Axy, < z wie (F)Ax, + Z W(@Bx <=+ =
k=1 k=1 k=1

olur. Bu ise Riemann kosuluna gore, F = f + g € R[a, b] oldugu demektir.

(b) [a, b] araliginin isaretlenmis her (P, t) parcalanmasi i¢in

R@@f,P,t) = ) (af)(t)Ax, = aR(f,P,1)
k=1

olduguna gore limite gecildiginde, f € R[a, b] ise af € R[a, b] oldugu goriiliir.



(¢) [a, b] araliginin her P = {x, X4, ..., X, } par¢alanmasi i¢in
wi(If1) = sup{|If Ol = IfO)I|: x,y € [xpe—1, %, ]}
< sup{|f(x) — fI:x,¥ € [xp-1, %]} = wie (f)

oldugundan,

0< z Wk(lfl)Axk < Z Wk(f)Axk
k=1 k=1

yazabiliriz. Buradan da



IIPII -0 1Pl

Zwk(f)Axk =0= lim > w(If DAz, =0
k=1 k=1

oldugu ve dolayisiyla, |f| € R[a, b] oldugu goriiliir.

(d) f € Rla,b] ve [a,d] c [a,b] olsun. F(x) = f(x), x € [a,d] tamimmyla
F:la,d] » R  fonksiyonunun [a,d] iizerinde Riemann anlaminda
integrallenebilir oldugunu gorelim. f € R[a, b] ise f,[a, b] iizerinde simrhdir.
Buna gore, F fonksiyonu [a, d] iizerinde simirhdir. [a, d]araliginin herhangi bir
P'={xg,x1, v, Xmb(@=xg < x; <+ < Xpppuq < Xy = d) parcalanisi
verilsin. IP'|| = max{Ax, : k=1,2,...m}vex, <Xmp < ' <Xp_q <

X, = b, olmak iizere [a,b] araliginin ||P|| = max{Ax,:k =1,2,...,n} < ||P'||



olacak sekilde bir P={xg, X1, .-, Xm, Xm+1, ---» Xn } parc¢alanisini goéz Sniine alalim.

O halde, F|fqq fonksiyonu igin

Z wy (F)Axy = Z wi (f)Axy < Z wi (f)Axy
k=1 k=1 k=1

yazilabilir. Bu esitsizlikte ||P’|| —= 0 iken limite gecersek ||P’|| = 0 oldugundan
|IP|| = 0 oldugundan }._, wy (f)Ax; — 0 yazilir. Buradan
g k=1 4

n
lim Zw F)Ax, =0
o 2, P

oldugundan F|4 4) € R[a, d] oldugu goriilir.




(e) f,g € Rla,b] olsun. fg € R[a, b] oldugunu gorelim. f ve g nin dolayisi
ile f+g nin [a,b] de smurli oldugu acgiktir. [a,b] araliginin herhangi bir

P ={xy, x4, ..., Xn} parcalanmasi i¢in

w, (f-g)=sup{|f (x) (%)~ £ (¥) e (»)]:xye [x. %]}
=sup{|f (x) g (x)=F (») g (x)+ £ (¥) e (x)=F (¥) g (»):x.y€ [x ]}
<sup{| £ (x) g (x) = () g (x)]: xyE[xkl x Jp+
+sup{|f (¥) g (x)—F (») g (V)|:x.ye [x . x ]}
<M, (g)w, (f)+M (fHw ()< ( ) (f)+M(fHw(g)

oldugundan

= Z wi (f - 9)Ax, < M(g) Z wi (f)Ax, + M(f) z Wi (9)Axy
k=1 k=1 k=1



yazilabilir. [|P|| — 0 sag tarafin limiti sifir oldugundan

Zwk(f 9)Ax =0

IIPII -0

yani, f - g € R[a, b] oldugu anlasilir.

() la, b] araliginin her P ={x,, x4, ..., X, } parcalanmasi i¢in

Wi (%) = sup lg(x) g(y)‘ X,y € [xp_1, %]}

Sup{lg(x) —gW:x,y € [xp—1, x|} =

olup

Wk (9)



o
IA
[+

n
1 1
Wi (—) Axy S—ZZ wi (g)Axy,
g L

yazilabilir. Buradan, g € R[a,b] oldugundan limp|-o Xk=1 Wk(g)Axx =0

<
Il

1

olur. O zaman son esitsizlik ile

P10 Zi: ( )Ax" =0

olup é € R[a, b] sonucu ortaya ¢ikar.

Not: (e) ve (f) den f,g € Rla,b] ve Vx € [a,b] i¢in |g(x)| = B > 0 ise g nin

de [a, b] de integrallenebilir oldugu elde edilir.



UYARI: Bu Teoremdeki onermelerin tersi genelde dogru degildir. Ornegin,
D:[0,1] » R,

(1, xeQ,
D(x)_{O, x &Q

fonksiyonunun [0,1] iizerinde integrallenemez oldugunu biliyoruz. [0, 1]
iizerinde integrallenemez f(x) = D(x) ve g(x) = —D(x) fonksiyonlarinin

toplami olan f(x) + g(x) = 0 fonksiyonu [0, 1] iizerinde integrallenebilirdir.

Teorem 6.2.9 : f € R|a, b] icin
(@ [*f@)dx =0

®) [ f)dx = - [ f(x)dx.



Teorem 6.2.10: (a) f € R[a,b]ve g € R|a,blise f+ g € R[a,b] veVa €

Ricin af € R]a, b] dir ve

LTG0 + g@ldx = [ f() + [ g(0)dx,

[P af @dx = a [ f(x)dx

esitlikleri dogrudur.

(b) f € Rla,blvea <c<bise f €R[a,c],f € R|c,b]dir ve

ff(x)dxz ff(x)dx+ff(x)dx

dir. Bu sonuca Riemann integralinin Toplamsallik Ozelligi denir.

(€) f € Rla,b] ve Vx € [a,b]igin f(x) = Oise [, f(x)dx = 0 dir.



(d) f,g € Rla,b] ve Vx € [a, b icin f(x) < g(x) (veya f(x) < g(x)) ise

b b b b
| feax < [ guodx ([ feax < [ g@an

dir.

(e) f € Rl[a,b],Vx € [a,b]i¢cing < f(x) < pise

b
qw—a)Sff@MxSpw—a)

dir.

(f) f € Rl[a,b]ise |f]| € R[a, b] dir ve



b b
[ reax| < [iriax

dir.

Ispat: (a) f € R[a,b], g € R[a,b]icin f+ g€ R[a,b] ve af € R[a,b]
oldugu Teorem 6.2.8(a) ve (b) den bellidir. [a, b] arahi@inin isaretlenmis her

(P, t) parcalanmasi icin
R(f+g,P,t) =R(f,P,t) + R(g,P,t)

yazilabilir. Ustelik f € R[a, b] oldugundan limyp o R(f, P, t) = f; f(x)dx ve

g € R[a,b] oldugundan limp o R(g,P, t) = f;g(x)dx limitleri mevcut

oldugundan yukaridaki esitlikte |[|P|| — 0 iken limite gecersek



[0 + g()ldx = limypyo R(f + g, P, )

= lim R(f,P,t)+ lim R(g,P,t
IPl|—0 Y ) IPll—0 9 )

b

= f F60 + | gGods,

a
Elde edilir. Benzer yontemle ff af (x)dx = a ff f(x)dx gosterilebilir.

(b) f € R[a, b] i¢in Teorem 6.2.8 (d) den dolay1 f € R[a,c] ve f € R][c, b] dur.
f € R[a, b] oldugundan f; f(x)dx integrali

b
ff(x)dx = ||113i||n—1>0R(f' P, t)



limiti gibi hesaplandiginda [a, b] aralifinin bu limitin hesaplanmasi i¢in kolaylik
saglayan parcalanmalarindan kullanabiliriz. Bu nedenle, boyle parcalanmalar
olarak [a,b] araliginin ¢ noktasi bir boliim noktast olan parcalanmalarindan
kullanalim. [a, b] aralifinin ¢ noktas1 bir boliim noktasi olan isaretlenmis her
(P,t) pargalanmasi icin P’ =Pnla,c], P =PnJc,b],P =P UP" ve
t = (t',t") olmak tizere (P',t")ve (P",t") swrasiile [a,c] ve [c, b] araliklarinin

isaretlenmis pargcalanmalar1 olacaktir. Buna gore
R(f,P,t) =R(f,P’,t") + R(f,P",t'")

esitligi saglanir. [|P'| < [IP]l ve [IP"[ < IIP|| oldugundan [[P]| -0 iken

IP'l =0 ve [|[P”|l=>0 olur. limHPr”_,OR(f,P’,t') = f;f(x)dx ve



limypr )15 R(f,P",t") = fcb f(x)dx limitleri mevcut oldugundan iistteki esitlikte

IP|| = O iken limite gecersek f;f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx bulunur.

(¢) [a,b] araliginin isaretlenmis her (P,t) parcalanmasi ic¢in f(t;) =0 ve
Axy — x3_q > 0 oldugundan, R(f,P,t) = Xp—, f(tx)Ax; = 0 yazilabilir. Bu
durumda, limypo R(f,P,t) =1 = 0 oldugunu gorelim. I <0 ve £ =[I| >0
olsun. ||11f='i|F10R(f’ P,t) =1 = [a,b] araliginin isaretlenmis oOyle bir (P, )
parcalanmast vardir ki |R(f,P,£) —1I| <|I| = R(f,P,f) <|I|+1=0 olur.

Bu da [a, b] nin isaretlenmis her (P, t) parcalanmasi i¢in R(f, P,t) = 0 olmasi

ile ¢elistiginden [ = 0 dir.




(d) f € Rla,bl,g € R[a,b] ve Vx € [a,b] i¢in f(x) < g(x)(veya f(x) <
g(x)) olsun. Bu durumda, @(x) = g(x) — f(x) fonksiyonu icin ¢ € R[a, b]

icin ¢(x) =0 (veya ¢(x) > 0) olacagindan (c)’ye gore f; p(x)dx =
0 (veya f:go(x)dx > 0) bulunur. Buradan istenen esitsizligin saglandig:

anlasilir.

(e) [a,b] araligmin isaretlenmis her (P,t) parcalanmasi icin gAx, <
f(t)Ax, < pAx,, k =1, ...,n esitsizlikleri saglandigindan ve Y} _; Ax, = b —

a oldugundan dolay1

q(b—a) < R(f,P,) sp(b—a)



yazilabilir. Buradan ||P|| = 0 limit alinirsa q(b — a) < f;f(x)dx <plb—a)

olur.

(f) If] € Rla,b] oldugunu Teorem 6.2.8(c) den biliyoruz. Herhangi bir
x €la,b] icin —|f(x)| < f(x) <|f(x)| esitsizligi saglandigindan ve
lf ()|, —|f (x)| € R[a, b] oldugundan dolay1 (d) ye gore

b b b
—flf(x)ldx sff(x) < flf(x)ldx

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.
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