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6. BELIRLI INTEGRAL (RIEMANN INTEGRALI)

Ucgen, dikdortgen, kare veya yamuk gibi diizlemsel bélgelerin alanlarini

hesaplamak icin alan formiilleri kullanabiliriz. Ancak boélgenin sinirlar1 dogru

parcalarindan olusmamis ve egrisel bir bolge ise integral yardimiyla alan

hesaplanir.
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Bu boliimde reel eksenin kapali ve sinirh
aralig1 lizerinde tanmiml reel degerli sinirh
fonksiyonlarin Riemann (Belirli) integrali
tanitilacak ve bazi uygulamalarindan so6z

edilecektir.




Tanmm 6.1: [a,b](a,b € R) araligmin a=xy<x; < <xp_1 <X, =b

kosulunu saglayan her
P = {xg, X1, --- , Xn}

sonlu alt kiimesine [a,b] araliginin bir parcalamsi (veya boluntiisii); k =
0,1,2,...,n icin x; noktalarina bu parcalanisin boliim noktalari; ve yine Vk €
{1,2,..,n} igin [xg_q, 2. ]((xx_1, %)) araliklarina [a,b] nin P pargalanisina

karsilik gelen kapali (agik) alt araliklar1 ad1 verilir.

Axy = xj, — X;—1 > 0 sayilarina [xj_q, X ] araliginin boyu (veya olgiisii)

denir.

Axy, ..., Ax, sayilarinin en biiyiigiine P parcalanisinin normu (veya capi)

denir ve ||P|| ile gosterilir. Su halde ||P|| = max{Axy:k = 1, ...,n} dur.




Eger Ax; = Ax, = - = Axy, yani k =1,..,7n igin Ax, = == ise, P ye

[a, b] nin diizgiin parcalanis1 ad1 verilir.
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OR: Ornegin [0,2} araligl ic¢in 131:{0,5,1,5,2}, Pzz{O,—,—,—,—, ,2} ve
R = {O,g,l,%,ﬁ ,2} kiimeleri birer parcalanistir.

> P :{O,%,l,%,Z} icin  s(P)=5 olup kapali alt araliklar

[O%}{él}{l—}[;% bulunur. Bu alt araliklar i¢in boylan
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Ax, =% olur. ||P,|| =% olup A, diizgiin bir parcalanistir.




>pz={()’l,l,§,il7,2} icin s(R,_):7 olup kapali alt araliklar

3'2°5'5°9
0,l i l,l , l,g , E,i , —7 bulunur. Bu alt araliklar i¢in
31(32]125||55 9’
boylart  Ax, —l szzl,Ax3:L, Ax4:l 5:—,Ax6:l olur.
3’ 6 10 5 45 9

||P?_” = 1—2 olup A, diizgiin bir pargalanis degildir.
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> P = {OT l,— i A3, 2} icin s(P)=6 olup kapali alt araliklar

[O,g},[ﬁ,l}[l,z}[g,ﬁ} ve [\/5,2} bulunur. Bu alt araliklarin




g,%:“_ﬁ,m}:”_z,mﬁz‘/i_”

. , Ax,=2—1/3

boylar1 Ax, =

4-+2
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olur. ||A,| = olup P, diizgiin bir parcalams degildir.

Tanmmm 6.2: [a,b] arah@inin iki pargalams1 P;ve P, olsun. Eger P; C

P, ise P, ye P; in incelmesi veya P; parcalanisina P, parcalanisindan kaba denir.

Bu durumda ||P|| < [|P;]|] oldugu acgiktir. PLc P, cPc---CcP, C---

kosulunu saglayan (P,) dizisine incelme dizisi denir.

N g _mlz2 — e S
Ornegin, [a,b] araliinin P1—{0,3,3,1} ve P2—{0,6,3,2,3,6,1}

parcgalanislari i¢cin P; € P, oldugundan P, , P; in incelmesidir ve [|P,]|| = % < % =



|P;|| dir. [a, b] araligmmin iki P; ve P, parcalanisi i¢in P* = P; U P, ise, P* ,

P; ve P, nin ortak incelmesidir.

Tanmm 6.3: [a,b] € R ve f:[a,b] » R fonksiyonu sinirli olsun. [a,b] nin

bir P = {xg, X4, ..., X, } parcalanisi i¢cin 1 < k < n olmak iizere
my (f) = inf {f (x): x € [x)_q, Xk ]},
My (f) = sup{f (x): x € [xy_1, x]}

olsun.

AP = D m(HBxi, UGELP) = ) M(H)bx
k=1 k=1




toplamlarina sirasiyla f fonksiyonunun [a,b] nin P parcalamisina gore alt
Darboux toplami ve iist Darboux toplami adi verilir. 1 <k <n icin ¢t; €

[x)—1, X ] alt araligindan alinan herhangi bir nokta olmak iizere

R(P.O = ) f(ti)hn
k=1

toplamina f fonksiyonunun [a,b] nin P pargalanisina gore Riemann toplami

(veya Riemann integral toplami) adi verilir ve t = ( ty, ..., t,,) ile gosterilir.

Ornegin, f:[-1,2] > R, f(x)=x"—3x"+1 i¢in [-1,2] araligimn diizgiin bir 30

elemanli parcalanisi icin alt Darboux toplami ve iist Darboux toplami
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f fonksiyonunun iist Darboux toplam1  f fonksiyonunun alt Darboux toplami
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f fonksiyonunun sol ve sag u¢ nokta kuralli Riemann toplamlari
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f fonksiyonunun orta nokta kuralli
Riemann toplami




Not: Smirh f:[a,b] » R fonksiyonu sabit tutuldugunda A(f,P) ve U(f,P)
Darboux toplamlar1 yalnizca [a, b] nin P parcalanisina, R(f, P) Riemann toplamu
ise hem P pargalamiginin hem de t, € [x,_q,%;](k =1,...,n) olmak iizere
t = (tq, ..., tp) n —lisinin segilisine baghdir. Buna gore R(f, P) toplami ¢ogu kez
R(f,P,t) ile gosterilir.

Eger, [a,b] nin bir P = {xy, x4, ..., X, } parcalanisi ve her bir [xj,_q, Xx]
araliginda herhangi bir t; noktas1 se¢ilmisse [a, b] nin bir isaretlenmis (P, t)

parcalanis1 verilmistir diyecegiz.

Sinirh bir f: [a, b] = R fonksiyonu ve [a,b] araliginin herhangi isaretlenmis
bir (P,t) pargalamisi verilsin. 1 < k <n olmak iizere t; € [xj_q,Xk] icin

my(f) < f(ty) < M, (f) oldugundan,




A(f,P) < R(f,P,t) < U(f, P)
olacagi aciktir.

Teorem 6.4: P ve Py,[a,b] arahigimin iki parcalanisi ve f:[a,b] =R smirh

olsun. Eger, P, C P ise
A(f,Po) < A(f,P)  ve U(f,P) <U(f, Py)
dir.
Ispat: Ispat  once su o©zel hal icin yapalim. [a,b] nin

P, = {xo,xl, . T . ...,xn} ve P= {xo, X1y eves Xigg—10 X1 Xy ...,xn}

parcalanislari verilsin. Py, € P oldugu agik olup



mi(f) = inf{f (0):x € [y, 1]}, Mic(f) = sup{f(x): x € [x_1, 2, ]},
My, (F) = Inf{f ():x € [0, 27[}, My, (F) = sup{f ():x € [x,-1, 2]},
mi, (f) = inf{f ():x € [x",x, [}, My (F) = sup{f (x): x € [x*, x, ]},

denirse, k = 1,2, ..., n icin

mi(f) < My (f), me(f) < my (), mp(f) < my (), My, (f) < M(f)  ve
My (f) < My (f) oldugundan



ko—1

AGP) = ) m (B + i, (X" = xig-1) + ity () (0, — )
k=1

+ zn: my (f)Axy

k=k0+1

Feg—1

> Z e (B X+ ey (FY (" = Xy-1) + 1y (F) (5, — %)

+ Z () = Z m(F)Axi = ACf, Po)

k=ko+1

elde edilir. Benzer sekilde, U(f, P) < U(f, Py) oldugu gosterilir.



Simdi kabul edelim ki, P nin Py danr tane fazla noktasi olsun. Bu noktalara
X1, Xy diyelim, [a,b] araliimn P, = Py U {x;}, P, = P, U{x3}, .. B. =
P,._; U {x;} parcalanislari igin Py, € P; € -+ P._; C P. = Polduguna gore,
yukaridaki ispattan A(f,P,) < A(f,P,) < ---A(f,P.) = A(f,P) veU(f,Py) =
U(f,P,) = -+ = U(f, B) = U(f, P) esitsizlikleri ve dolayistyla,

A(f,Po) < A(f,P) ve U(f, P) < U(f, Py)
esitsizliklerinin dogru oldugu elde edilir.

Teorem 6.5 : P; ve P,,[a, b] araligiin herhangi iki parca alinmasi ve f,[a, b]

tizerinde tanimli sinirh bir fonksiyon olsun. Bu durumda

A(f,P) < U(f, Py).




Ispat: P* =P, UP, olsun P* P,veP, parcalanislarinin ortak incelmesi

oldugundan Teorem 6.4 ile

A(f, Py) < A(f, PY) ve U(f, P*) < U(f, P2)

yazilabilir. Ote yandan P* parcalamisi i¢in A(f, P*) < U(f, P*) oldugundan son
esitsizlikten A(f,P;) < U(f,P,) yazlabilir.

Sonu¢ 6.6: f:[a,b] > R smrli bir fonksiyon ve m(f) = inf{f(x):x €
[a,b]} ve M(f) = sup{f(x):x € [a, b]} olsun. Bu durumda [a, b] araliginin her
P = {xy, x4, ..., Xn } parcalanisi i¢in

m(f)(b —a) < A(f,P) < U(f,P) < M(f)(b — a)

dir.




Gergekten, her ke 1,2,...,n icin my(f) = m(f) ve M, (f) < M(f) oldugundan
(E,FcRveE c FicininfE = infF,supE < supF)

AP = ) me(HAx 2 ) m(f)Ax = m(F)(b - ),
k=1 k=1

UCF,P) = D Mi()hxic < Y M(DAx = M(D(b - a)
k=1 k=1

yazilabilir. A(f, P) < U(f, P) oldugundan sonug goriiliir.

Sonug¢: f:[a,b] » R smrli bir fonksiyon ve (B,)ise[a,b] araliginin

parcalaniglarinin artan bir dizisi (yani Vn € Ni¢in P, € P, ;) olsun. (A(f, B,))



alt toplamlar dizisi azalmayan ve iistten smirh, U(f,P,)) iist toplamlar dizisi

artmayan ve alttan sinirhdir.

Gergekten, Vn € N i¢cin P, € P,,; oldugundan, Teorem 6.4’den dolay1
A(f,P) < A(f, Ppyq1) ve U(f, Ppyq) < U(f, B,) yazilabilir. Bu ve Sonug 6.6’ya
gore (A(f, B,)) dizisi azalmayan ve iistten sinirl, (U(f, B,)) dizisi ise artmayan

ve alttan sinirhidir.

f:la,b] > R sinirh bir fonksiyon P de [a,b] araligimin biitiin miimkiin
P = {xy, x4, ..., X, } parcalanislarindan olusan bir kiime olsun. Sonu¢ 6.6’dan
{A(f,P): P € P} kiimesi iistten, [Ciinkii VP € P icin A(f,P) < M(f)(b — a)]
ve {U(f, P): P € P}kiimesi alttan [Ciinkii VP € P icin U(f,P) = m(f)(b — a)]




sinirh birer reel say1 kiimeleridir. Bu nedenle, bu kiimelerin sirasiyla supremumu

ve infimumu vardir.
Tamm 6.7 : f: [a, b] = R smurli bir fonksiyon olsun.
I = sup{A(f,P): P € P} ve I=inf{U(f,P):P € P}

sayilarina f fonksiyonunun [a, b] iizerindeki sirasi ile alt integrali ve iist integrali

denir.
Teorem 6.8 : f:[a,b] — R smirh bir fonksiyon olsun. Bu durumda, I < I dur.

Ispat: [a,b] araligmin herhangi iki P; ve P, parcalanislari verilsin. Teorem

6.5’den dolay1

A(f,P) < U(f,P,)




yazilabilir. P, parcalanisi sabit tutarak P; in P kiimesi iizerinde degismesi
halinde elde edilen {A(f, P;): P; € P} kiimesi iistten sinirli oldugundan (E € R

alt kiimesi ve B C R sayis1i¢in Vx € E, x < B oldugundan supE < B dir.)
I = sup{A(f,P,): P, € P} < U(f, P,)

dir. Buna gore, {U(f, P,): P, € P} kiimesi alttan siirli oldugundan (F € R alt

kiimesi ve ¢ € R sayisii¢in Vx € F,x = ¢ oldugundan infF > c dir)
I = inf{U(f,P,): P, € P} >

oldugu elde edilir.



Not: f:[a,b] = R sirh bir fonksiyon, (B,) de [a, b] araliginin lim,,_, || P, || =
0 olacak sekilde pargalanislarinin artan bir dizisi olsun. (A(f, B,)) alt toplamlar
dizisi azalmayan ve iistten smrli, (U(f,B,)) iist toplamlar dizisi artmayan ve
alttan smirli oldugundan, monoton dizi 6zelliklerine gore bu dizilerin birer
limitleri vardir. Bu nedenle sinirli f: [a, b] = R fonksiyonunun [a, b] iizerindeki

alt ve iist integralleri sirasi ile

I = lim A(f,P,) = sup{A(f, P,):n € N}
n—0o

I = lim U(f, R, = inf{ U(f, B,: n € N}

n—-0oo

gibi tanimlanabilir.




Tanim 6.9: [a, b] C R iizerinde sinirli f: [a, b] = R fonksiyonu icin [a, b] nin P

parcalanis1 ve t ye bagimh olmayarak,

IPl|=0 IP||-0

lim R(f,P,&) = lim f(&)Axy, =1

sonlu limiti varsa bu limite f nin [a, b] iizerinde Riemann (veya Belirli) integrali

denir ve bu limit [, f(x)dx ile gosterilir.

Bu durumda f, [a, b] iizerinde integrallenebilirdir (Riemann anlaminda) denir ve
feR([ab]) ile gosterilir. aveb sayilarina integralin sirast ile alt ve iist

sinirlar1 denir.



Yukaridaki limit su anlamdadir: lim R(f,P,t)=1 < Ve>0 icin |P|<d olan

[P0
her isaretlenmis (P,7) pargalanisi igin ‘R (f.P,t)-1I | < & olacak sekilde 30 >0

vardir.

Teorem 6.10 : f:[a,b] » R simrh bir fonksiyon olsun. Asagidaki nermeler

denktirler.
(@1=1

(b) Ve > 0icin [a, b] araliginin U(f, P) — A(f, P) < € olacak sekilde bir

P = P, parcalanis1 vardir.

(©) limypyso R(f,P,§) =1 = [, f(x)dx limiti vardir ve | = I =1 dir.




OR: [a,b] c R iizerinde tanimli f:[a, b] » R fonksiyonunun [a,b] iizerinde
integrallenebilir olmasi i¢in f fonksiyonunun [a,b] de sinirli olmasit kosulu

gereklidir, fakat yeterli degildir. Omegin,

|1, xe[a,b]nQ
D(x)—{O, xe[a,b]nQ

bi¢iminde tanimli Dirichlet fonksiyonu D:[a,b] — {0,1} fonksiyonu [a,b]
tizerinde siirhdir fakat integrallenebilir degildir. Gergekten, [a, b] araliginin

herhangi bir P = {xg, x4, ..., X,} parcalanmasi i¢in & € [xj_q,x)] rasyonel ve

~
~

tx € [xk_1,xk] irrasyonel sayilar olmak iizere

n n
R(D,P,E) = Z D(£)Ax, = z 1A%, = b —a,
k=1 k=1




n n
R(D,P,t) = z D(t)Ax;, = z 0Ax, = 0
k=1 k=1

oldugundan b — a # 0 durumunda lim; - R(D, P, t) limiti yoktur. Buna gore,

verilen D fonksiyonu her [a, b] aralig1 iizerinde integrallenemezdir.
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